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RESUMO

Este trabalho compara métodos que generalizam o Gradiente Descendente para ordens
fracionarias, avaliando sua convergéncia e eficiéncia. De modo geral, essas generalizagoes sao
ineficazes. Propomos o Método Fracionario Continuo no Tempo, que utiliza derivada tem-
poral fracionaria em lugar da derivada classica, garantindo convergéncia ao ponto extremo
da funcao. Ressalta-se que convergéncia nao implica estabilidade do ponto de equilibrio da
equacao diferencial associada. Por simulagées computacionais, evidenciamos que o parametro
de otimizagao converge ao ponto extremo quando a ordem fraciondria estd entre 1 e 2.
Também discutimos as vantagens e limitacoes dessas generalizacoes, testando algoritmos em
problemas quimicos de multiplos parametros.

A Ressonéncia Plasmoénica de Superficie (Surface Plasmon Resonance — SPR) revolu-
cionou o estudo das interagoes entre ligante imobilizado (Lg) e analito em solugdo (A),
permitindo medigoes de reagoes, em tempo real e com alta sensibilidade. A cinética da ad-
sor¢ao-dessorcdo A + Lg = ALg é tradicionalmente modelada por equacoes diferenciais de
ordem inteira, mas esse formalismo nao capta adequadamente efeitos de transporte temporal-
mente dependentes, como difusdao anémala, deriva e interagées moleculares de longo alcance.
Abordagens baseadas em calculo fracionario capturam melhor essas interagoes, por meio de
memorias do sistema e dinamicas nao-locais. Aplicamos o modelo a interagao entre proteina
Baru imobilizada (Immobilized Baru Protein — IBP) e corante Vermelho do Congo (Congo
Red — CR), em concentragoes de 7,5 a 97,5 uM, com pH 7,4 e 16°C constantes. Variagoes
nas constantes cinéticas k, e k; mostraram que o modelo classico falha em representar os
dados experimentais, enquanto a formulacao com derivadas fracionarias de Caputo, incorpo-
rando a funcao de Mittag-Leffler na solucao, ajustou os dados com erro menor, refletindo a

memoéria do sistema e transporte anémalo.

Palavras-chave: Calculo Fracionario; Método do Gradiente; Ressonancia Plasmonica de Su-
perficie.



ABSTRACT

This work compares methods that generalize the Gradient Descent to fractional orders,
evaluating their convergence and efficiency. In general, these generalizations are ineffective.
We propose the Continuous-Time Fractional Gradient algorithm, which replaces the classical
time derivative with a fractional temporal derivative, ensuring convergence to the extremum
of the cost function. It is important to emphasize that convergence does not imply stability
of the equilibrium point of the associated differential equation. Through computational
simulations, we demonstrate that the optimization parameter converges to the extremum
when the fractional order lies between 1 and 2. We also discuss the advantages and limitations
of these generalizations, testing the algorithms in multi-parameter chemical problems.

Surface Plasmon Resonance (SPR) has revolutionized the study of interactions between
immobilized ligands (Lg) and analytes in solution (A), enabling real-time and highly sensi-
tive measurements of reaction kinetics. The adsorption-desorption kinetics A + Lg = ALg
are traditionally modeled using integer-order differential equations, but this formalism fails
to adequately capture time-dependent transport effects such as anomalous diffusion, drift,
and long-range molecular interactions. Approaches based on fractional calculus better re-
present these interactions through system memory and non-local dynamics. We applied the
model to the interaction between immobilized Baru Protein (IBP) and Congo Red (CR)
dye, at concentrations ranging from 7,5 to 97,5 uM , under constant pH 7,4 and temperature
16°C. Variations in the kinetic constants k, and kg revealed that the classical model fails to
reproduce the experimental data, while the formulation using Caputo fractional derivatives,
incorporating the Mittag-Leffler function in the solution, provided a better fit with lower

error, reflecting the system’s memory and anomalous transport behavior.

Keywords: Fractional Calculus; Gradient Method; Surface Plasmon Resonance.
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1 INTRODUCAO

A Quimica Matemética é uma area de pesquisa interdisciplinar que emprega metodologias
matematicas na resolucao de problemas quimicamente relevantes, para os quais abordagens
tradicionais se mostram insuficientes. Em esséncia, a Quimica Matematica concentra-se no
desenvolvimento e adaptacao de conceitos matematicos originais para aplicagdo no contexto
da quimica. Trata-se de um campo relativamente recente, que busca consolidar o interesse de
pesquisadores cujas atividades nao se enquadram plenamente nos dominios da Quimiometria,
Quimica Tedrica ou Quimica Computacional. Esta area abrange uma ampla intersecao entre
teoria, métodos numéricos, computagao e quimica experimental, destacando-se pela crescente
relevancia diante da complexidade dos problemas quimicos contemporaneos (Basak, 2013).

O Calculo Diferencial e Integral de ordem inteira constitui a base matematica para a for-
mulacao das leis que regem processos fisicos, quimicos e bioldgicos, permitindo descrever taxas
de variacao por meio de equacoes diferenciais. No entanto, em muitos sistemas reais, espe-
cialmente aqueles com dinamica dependente do histérico do sistema, o formalismo classico se
mostra insuficiente. Nesses casos, o Calculo Fracionario — ou célculo de ordem nao inteira —
surge como uma generalizacao natural, estendendo os operadores diferenciais e integrais para
ordens arbitrarias, possibilitando a modelagem de fendmenos com meméria ou comportamento
nao-local (Du et al., 2016). Embora suas raizes remontem a famosa carta de Leibniz a L’Hopital
em 1695, foi somente na década de 1970 que o campo se estruturou formalmente, com as obras
de Oldham & Spanier e de Miller & Ross, e a realizacdo do primeiro congresso internacional
sobre o tema na Universidade de New Haven. Desde entao, o calculo fracionario tem se consoli-
dado como uma abordagem alternativa eficaz na descricao de sistemas complexos que desafiam
a modelagem por equagoes diferenciais clssicas (Podlubny, 1999).

Sendo assim, a linha de pesquisa do grupo de Quimica Matematica da UNIFAL-MG visa
explorar a aplicagao do calculo fracionario em problemas quimicos especificos, visando investigar
questoes fundamentais e desenvolver técnicas praticas para sua implementacao em sistemas reais.
De forma geral, mateméticos impulsionam o avancgo tedrico da area ao formularem novas regras
de diferenciacao e integracao, além de generalizaces dos conceitos classicos do calculo de ordem
inteira. Por outro lado, quimicos vém desempenhando um papel essencial na aplicacao dessas
ferramentas, ao modelar fend6menos complexos como cinéticas nao-exponenciais, difusdo anémala,
e sistemas com memoria, fornecendo dados experimentais cruciais para a validacao dos modelos
e promovendo o desenvolvimento de metodologias hibridas entre teoria e experimento.

Dessa forma, este trabalho explora o uso de derivadas fracionarias no Método de Gradiente
Descendente (Gradient Descent Method — GDM). De acordo com He, Tan e Tian (2015), os
autores propoem uma modificagdo neste método, substituindo o gradiente de f(u), ou seja, a
derivada de primeira ordem de f(u), pela derivada de ordem fracionaria de Riemann-Liouville.
Este procedimento, denominado Método de Gradiente de Ordem Fracionaria (Fractional-Order
Gradient Method — FGDM), visa melhorar a eficiéncia do método classico. No presente traba-
lho, propomos uma adaptacao adicional ao substituir a derivada de primeira ordem no tempo
por um operador de ordem nao inteira, resultando no chamado Método Fracionario Continuo
no Tempo (Fractional Continuous Time Method — FCTM) (Liang; Wang e Yin, 2020). Nosso

objetivo é analisar a eficiéncia do FCTM em problemas de otimizagdo quimica.
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Em outro contexto, introduzimos uma equagao diferencial de ordem fracionaria como tenta-
tiva de generalizar modelos para a andlise de dados experimentais obtidos através da técnica de
Ressonancia Plasmonica de Superficie (Surface Plasmon Resonance — SPR). O modelo cinético
proposto, formulado com derivadas no sentido de Caputo, é resolvido por métodos operacionais,
incluindo a Transformada de Laplace e sua inversa, com solucoes algébricas expressas em ter-
mos da funcao de Mittag-Leffler. O SPR é uma técnica éptica amplamente empregada para a
medigdo em tempo real de interagoes moleculares (Homola, 2008). Neste trabalho, analisamos
o modelo cinético cléssico 1:1 e sua versao fracionaria, para descrever a dinamica de interagoes
intermoleculares, discutindo as diferencas e similaridades entre ambos. Exemplos comparati-
vos entre os modelos classicos e fracionarios sao apresentados, evidenciando suas vantagens e

limitagoes na analise de dados experimentais.

1.1 OBJETIVOS
1.1.1 Método Fracionario Continuo no Tempo

Objetivo Geral:

Analisar o Método do Gradiente Descendente generalizado por derivadas fracionarias continuas
no tempo, investigando sua convergéncia ao ponto extremo e a estabilidade, com aplicacao em
problemas de otimizagao quimica de multiplos parametros.

Objetivos Especificos:

e Estudar e comparar métodos existentes que generalizam o método do gradiente descen-

dente para ordens fraciondrias.

e Propor um novo algoritmo, denominado Método Fracionario Continuo no Tempo (FCTM),

substituindo a derivada convencional no gradiente pela derivada temporal fracionaria.

e Analisar, por simulagoes computacionais, a convergéncia e a estabilidade do método, es-

pecialmente para ordens fraciondrias entre 1 e 2.

e Avaliar o desempenho do FCTM em problemas quimicos com multiplos parametros, des-

tacando vantagens e limitacoes em relagao a outras generalizacoes.

1.1.2 Analise de Curvas de Adsorgcao e Dessor¢cao com Dados de Ressonancia

Plasmoénica de Superficie usando Derivada de Caputo

Objetivo Geral:

Analisar processos de adsorc¢ao e dessor¢ao utilizando equagoes diferenciais fracionarias base-
adas na derivada de Caputo para melhor representar fenémenos complexos observados em dados
experimentais de Ressonancia Plasmoénica de Superficie.

Objetivos Especificos:

e Formular modelos cinéticos cléssicos e fraciondrios para o processo A+ Lg = ALg, incor-

porando efeitos de memoria.
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e Resolver as equacgoes diferenciais fraciondrias utilizando a transformada de Laplace e a

funcao de Mittag-Leffler para obter solugoes analiticas.

e Aplicar os modelos ao estudo experimental da interacdo entre proteina Baru imobilizada
e corante Vermelho do Congo em diferentes concentracoes, mantendo pH e temperatura

constantes.

e Comparar o ajuste dos modelos classico e fraciondrio aos dados experimentais, avaliando
o erro entre as previsoes dos modelos e as observacoes experimentais, bem como a inter-

pretacao fisica dos parametros cinéticos.

e Discutir as implicagoes dos resultados para a modelagem quimica de processos heterogéneos

e a aplicabilidade do calculo fracionario em quimica experimental.

2 FUNDAMENTOS PARA O CALCULO FRACIONARIO

O célculo diferencial e integral de ordem inteira fornece a base para a formulacao de leis
fisicas, quimicas e bioldgicas, com interpretagoes fisicas bem estabelecidas para derivadas e
integrais. No entanto, a extensao desses operadores para ordens nao inteiras — conhecida
como calculo fraciondrio — rompe com diversas intuigoes construidas no formalismo classico.
Embora existam defini¢goes bem-formuladas para derivadas fraciondrias, sua interpretacao fisica
e geométrica ainda é objeto de debate. Assim, propriedades familiares do calculo de ordem
inteira — como o fato de a derivada de primeira ordem se anular em pontos criticos — néo se
estendem diretamente ao contexto fracionario. Essa distingao exige um tratamento conceitual
cuidadoso, especialmente ao aplicar derivadas fracionarias na modelagem de fenémenos com
memoria ou comportamento nao-local (Diethelm, 2016).

Desde a carta de Leibniz a L’Hopital, em 1695, o conceito de derivada de ordem nao inteira
tem intrigado matemaéticos e fisicos (Podlubny, 1999). Ao longo dos séculos, diversas defini¢oes
formais para operadores diferenciais fracionarios foram propostas. Contudo, nem todas atendem
a critérios fundamentais desejaveis, conforme estabelecido por Ortigueira e Machado (2015). Es-
ses critérios envolvem, entre outros: linearidade, semigrupo, consisténcia com o calculo classico
para ordem inteira, e propriedades operacional bem definidas sob transformadas integrais. Abor-
dagens que violam esses fundamentos — como aquelas baseadas em nicleos nao singulares — sao
deliberadamente excluidas. Dentre as definicoes existem para calcular uma derivada de ordem
generalizada, trés se destacam pela ampla adog¢ao na literatura e robustez teérica: as derivadas

de Griinwald-Letnikov, de Riemann—Liouville e de Caputo.

2.1 DERIVADA DE GRUNWALD-LETNIKOV

A derivada fraciondria de ordem « de uma fungao f(u) € R™ com respeito a u € (0, Umax],
segundo a definicdo de Griunwald-Letnikov, é dada por uma generalizagao da férmula para a
n-ésima derivada de f(t), com n =1,2,3,... (Podlubny, 1999),

N
D) = tim e S0 () ) )
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onde n foi substituido pela ordem fraciondria a (v € R™) e o coeficiente binomial é dado por

a I'a+1)
(k) = Can = T(k+ DI (a—k+1) 2)

Neste caso, a funcao gama de Euler é utilizada como uma interpolacao para a funcao fatorial.
Portanto, a equacao (1) é bem definida para qualquer ntiimero real positivo ce. O niimero total
de termos na soma na equagao (1), N = [(t —a)/h], é o menor nimero inteiro tal que N > t/h.
A soma mostrada na equagao (1) converge absolutamente e uniformemente para todo a > 0 e

para qualquer funcao limitada f(u) (Podlubny, 1999).

2.2 DERIVADA DE RIEMANN-LIOUVILLE

Para apresentar a derivada fracionaria de Riemann-Liouville, comegamos com a generalizagao
da integral de ordem nao inteira. Quando integramos f(u) m vezes, obtemos a férmula de Cauchy

para a integragoes sucessivas (Podlubny, 1999):

T f () = F(la) [ s s 3)

ondem>0e —o0<a<u<+0c0.
A definigao de derivada fracionédria de Riemann-Liouville pode ser obtida usando o teorema
fundamental do calculo, no qual D"J" f = f. Para sugerir uma definicao de derivada fracionaria,

considere que r = ¢ — «, entao, aplicamos o operador D% em ambos os lados da equacao:

1 ar [ f(s)ds
_Da = DTLJTL*O{ = 7, 4
D () ) = oy e | e (1
ondencZt n—1<a<neu>a>0 ComoJ"®éum operador bem definido quando
n — « é um nimero nao inteiro, a equacao (4) representa um operador derivada fracionédria bem

definido, chamado de derivada fracionaria de Riemann-Liouville.

2.3 DERIVADA DE CAPUTO

Outra tentativa de definir a derivada fracionéria foi feita por Caputo em 1967 (Podlubny,
1999), que sugeriu trocar a ordem dos operadores D™ e J"™“ na equagao (4). Assim, a derivada

fraciondria de Caputo é definida como

1 u af T(LS) ds
DL = D ) = s [ e )
onden—1<a<neu>a>0. Assim como JDf # DJf, encontramos que 3Dy f # oDg f.
Das trés definigoes citadas, a definicao de Caputo é a mais frequentemente utilizada em
aplicagoes de Fisico-Quimica. Uma das principais vantagens da derivada de Caputo é que a
derivada fracionaria de uma constante é nula, tal como ocorre no célculo diferencial classico de
ordem inteira. Essa propriedade garante que grandezas fisicas constantes — como temperatu-
ras estaciondrias, concentragoes em equilibrio ou velocidades iniciais nulas — mantenham sua

interpretacao fisica intuitiva no formalismo fracionario. Assim, o modelo preserva a compatibi-
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lidade com resultados experimentais e interpretacoes empiricas amplamente consolidadas, o que
o torna particularmente apropriado para aplica¢oes em sistemas reais (Diethelm e Ford, 2002;
Podlubny, 1999; Mainardi, 2010).

O operador diferencial fracionario é um operador intrinsecamente nao local, pois o valor
da derivada fraciondria em um ponto depende de toda a histéria da fungdo no intervalo de
integracao. Em contraste, operadores diferenciais de ordem inteira sao locais, ja que dependem
somente do comportamento da fun¢ao em uma vizinhanca infinitesimal do ponto considerado.

No caso especifico da derivada de Caputo, destacam-se as seguintes propriedades fundamen-
tais (Diethelm e Ford, 2002):

e Para ordens inteiras n, a derivada de Caputo coincide com a derivada cléssica: D} f(t) =

d" f(t)
dtm

e A derivada de Caputo de uma funcao constante é nula, preservando a interpretacao fisica

de estados estaciondrios em sistemas reais.

2.4 FUNCAO DE MITTAG-LEFFLER

A funcao Mittag-Leffler é definida por uma série de poténcias e pelo pardmetro «, fornecendo
uma generalizacao simples da fungdo exponencial, & qual se reduz quando o = 1 (Gorenflo et.
al., 2014).

Eu(z) = 7;] m. (6)

Esta fungao exibe diferentes taxas de decaimento dependendo dos valores de o (Gorenflo et al.,
2014). Além disso, a fungao de Mittag-Leffler apresenta um comportamento que depende da
ordem fraciondria e possui taxas de decaimento diferentes para tempos pequenos e grandes. De
fato, o decaimento é muito réapido quando t — 04 e muito lento quando ¢ — +oo (Mainardi,
2020). Este resultado evidenciou-se uma maneira conveniente para os ajustes utilizando dados

experimentais de Ressonancia Plasmoénica de Superficie.

3 METODO FRACIONARIO CONTINUO NO TEMPO

O Método do Gradiente Descendente (Gradient Descent Method — GDM) é amplamente re-
conhecido como um dos métodos mais simples e utilizados para resolver problemas de otimizacao
em ciéncia e engenharia, que envolvem a determinacao de um conjunto de parametros u que
minimizam uma fungao objetivo f(u). O algoritmo original do método de gradiente descendente
é atribuido a Cauchy, que o propos pela primeira vez em 1847 (Lemaréchal, 2012).

Embora o método seja bem-sucedido em diversas aplicacoes, sua convergéncia temporal pode
ser aprimorada, j4 que o gradiente descendente convencional tende a ser lento nas proximidades
do ponto extremo (Ruder, 2016). Sob essa perspectiva, o calculo fraciondrio tem sido pouco
explorado como uma alternativa para aprimorar o método classico de gradiente descendente
(Chatterjee, 2022; Damian, Lee e Soltanolkotabi, 2022; Cui, 2018). A principal distingao do
calculo fraciondrio estd nas caracteristicas nao-locais da derivada fraciondria, contrastando com
a derivada de ordem inteira (Podlubny, 1999).
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3.1 METODO DE CAUCHY

Antes da introdugao do Método de Gradiente Descendente utilizando a ordem fracionaria
(Fractional Gradient Descent Method — FGDM), é interessante relembrar o GDM — de ordem
inteira. Este método, também conhecido como Método de Cauchy, é utilizado para encontrar
a solugdo u* que minimiza uma certa fun¢ao objetivo f(u). Sabe-se que o passo iterativo do
método gradiente convencional, em um problema unidimensional, ¢ dado por

o = up— w )| (7)

du u—u
Resumidamente, o método pode ser descrito da seguinte forma: a varidvel na iteracao k4 1 é
atualizada a partir da iteracao k, seguindo um passo na direcao oposta ao gradiente da funcao
f, ou seja, utilizando a derivada de primeira ordem de f em relacao a u, avaliada em wu. O
parametro w representa o tamanho do passo (também chamado de taxa de aprendizado ou
learning rate). Mais detalhes podem ser encontrados nas referéncias Ruder (2016) e Tschope
(2019).

Usando um tamanho de passo w apropriado, o resultado deste algoritmo é uma sequéncia
mondétona f(ug) > f(ug) > ... > 0. Assim, é esperado que, por meio deste método, a sequéncia
uy, apresente convergéncia para um minimo local, denominado u*, da funcao f(u).

O GDM pode ser visto também, pelo método de Euler explicito, como uma forma discretizada

da seguinte equagao diferencial ordinaria,

du d
= f ) = () (®)
onde t é o tempo de iteracao e w = Adt. Neste modelo, a varidvel u evolui até atingir um ponto

de equilibrio u#, caracterizado por

Fat) =0 = Liwt)—o. )
du

Assim, o ponto de equilibrio u# corresponde a um ponto critico de f(u). Portanto, troca-se o
problema de otimizacgao inicial, de encontrar um ponto extremo u*, pelo problema de encontrar

pontos de equilibrio da equacao diferencial (8). Este é o cerne deste procedimento.
Conforme os artigos Ruder (2016) e Tschope (2019), sugestoes de mudangas foram estudadas
na equagao (7) para incluir a ordem da derivada fraciondria na dire¢ao no qual o parametro u é
atualizado. Porém, ao propor modificagbes no GDM segundo a equacao (8), algumas perguntas
devem ser respondidas: a) Se comegarmos com um valor inicial de ugp = u(0) e construirmos a
sequéncia de valores uy, conforme a regra acima, temos f(ux) < f(ug—1) para cada iteragao k,
em outras palavras, é realmente um método de descida? b) A sequéncia uy, obtida pela regra
acima, é convergente? c¢) A sequéncia uy obtida pela regra acima converge para o ponto extremo
u* da fungao f(u), tal que df /du =0 em u = u*? e d) A sequéncia ug, obtida pela regra acima,
converge mais rapido do que a sequéncia obtida pelo método de Cauchy original? Essas questoes

serao detalhadas na subsecao a seguir, com o método que serd discutido aqui.
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3.2 TRABALHOS ANTERIORES

Nas referéncias He, Tan e Tian (2015) e Pu et al. (2014), os autores sugerem melhorar
o método do gradiente substituindo a derivada de primeira ordem com relacdo a u por uma

derivada de ordem fracionaria. Dessa forma, reescrevendo a equagao (7) temos,

Up 1 = up — w [0 Dy f(w)](ur), (10)

onde a derivada fraciondria pode ser definida por Riemann-Liouville (He, Tan e Tian, 2015) ou
Caputo (Pu et al., 2014), ao qual chamaremos de Método do Gradiente Descendente Fracionério
(Fractional Gradient Descent Method — FGDM-1).

Para algoritmos de ordem inteira, ¢ bem conhecido que a sequéncia uj converge para um
ponto de equilibrio u# = u*, onde u* é um ponto extremo de f. Porém, quando generalizamos a
derivada de ordem inteira para a ordem fraciondria, os pontos de equilibrio sao alterados, ou seja,
0D f(u)|y=ux # 0. Portanto, o valor de u para o qual gD f(u) = 0 é diferente de u*. Sendo
assim, a solugao da equacao diferencial de ordem inteira (7) é diferente daquela obtida pela
equagao diferencial fraciondria (10). Essa é a principal desvantagem do algoritmo fracionario
representado pela equagao (10) (Pu et al., 2014).

Por exemplo, utilizando a definicao de Caputo, considerando a func¢ao f(u) = (u — ¢)?, cujo
ponto extremo é u* = ¢, é possivel determinar facilmente que § D2 f(u) = 0 quando u# = ¢(2—a).
Neste caso, u? é préximo a ¢ quando « estd préximo de 1. Como resultado, o valor de u tal que
oD% f(u) = 0 nao é o ponto extremo da funcao f(u). A figura (?7) mostra u(t) em cada iteracao
obtida pelo FGDM-1, utilizando a derivada de Caputo com « = 0,9. Neste caso, observa-se que
u(t) nao converge para o ponto extremo da fungao f(u).

E importante notar que esse resultado é diferente se for utilizada a definicao de Riemann-
Liouville para a derivada fraciondria, no qual o resultado seria expresso pela seguinte equagao
I'(2) » I'(1)

I'(3)
Goa  XTe o) T a)

~0. (11)

A equacdo (11) possui duas raizes. Consequentemente, existem dois valores de u tais que
0DS f(u) = 0. Portanto, ao substituir d/dt por d*/dt*, na equagao (7), o resultado obtido
depende do operador de derivada fracionéria escolhido, Caputo ou Riemann-Liouville. Além
disso, o valor de u tal que D¢ f(u) = 0 também depende do valor do parametro a, nos limites
inferiores de integracdo. Considerando a funcao f(u) = (u—c)?, o valor de u tal que D2 f(u) = 0
é dado por

u=a+c(2—a). (12)

No entanto, essa questao foi omitida na discussao nas referéncias He, Tan e Tian (2015) e Pu et
al., (2014). Esse exemplo simples levanta a necessidade de mais pesquisas no método proposto.
Embora o método utilizado nas referéncias citadas, em que héa a substituicdo da derivada de
ordem inteira pela derivada de ordem fracionaria, nao assegure a convergéncia para um ponto
extremo, ainda é possivel obter resultados suficientemente préximos de um minimo local em um
tempo inferior ao método utilizando um modelo de ordem inteira. Dessa forma, o algoritmo

generalizado pode ser utilizado para gerar melhores condigoes iniciais, para serem empregadas
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em algoritmos onde a convergéncia para o ponto extremo ja é garantida.
Para contornar as dificuldades mencionadas, o trabalho de Chen et al. (2017) utiliza a
derivada de ordem fraciondria com comprimento de memoria limitado. Nesse contexto, o modelo

generalizado foi reescrito como

w1 = up = w [o Dy f (u)] (), (13)

onde a representa o limite inferior de integracao do operador de derivada fracionaria. No entanto,
quando o comprimento da memoria é muito curto, a derivada de ordem fraciondaria tende a se
aproximar de uma derivada de ordem inteira (Wei et al., 2017). Com a modificacao sugerida por
Chen et al. (2017), o operador originalmente nao local passa a se comportar como um operador
local. Em certa medida, a modificagao proposta retorna ao modelo de ordem inteira. Portanto,
espera-se que o valor de u para o qual ,D¢ f(u) = 0 permanega préximo ao valor de u para
o qual df/du = 0. Contudo, mesmo neste caso, a convergéncia para um ponto extremo nao
pode ser garantida (Wei et al., 2020). A figura (1) também mostra o resultado obtido por este
método. Como podemos observar, a solugao desse método converge préximo ao ponto extremo.
Considerando que a derivada fracionaria no sentido de Caputo, expressa por sua expansao
em série de Taylor (El-Ajou et al., 2013; Li, Ren e Zhu, 2009)
)kfa

— P (w) q(u—a
;(k—l)!(_l)k 1W’

oDy fu) = (14)

1
I'l—«)

é possivel determinar o valor de u que faz com que D¢ f(u) = 0. Observe que, para a fixo, o
intervalo [a, t] aumenta com ¢. Uma alternativa é considerar o parametro a como uma varidvel,
tal que a = t— L, onde L é um parametro fixo. Isso resulta na fungao no intervalo [a(t) = t— L, t]
sendo considerada no operador de derivada fraciondria. Agora, o comprimento da memoria
serd sempre o mesmo, independentemente do valor de t. Este sera denominado de Método do
Gradiente Descendente Fracionario com Memdria Fixa (Fractional Gradient Descent Method —
FGDM-2).

Nesse caso, o modelo generalizado foi reescrito como

w1 = up = Wl -1 Dy f(w)] (u), (15)

onde L é o comprimento da meméria. Consequentemente, se L = h, a = u—h e f(u) = (c—u)?,

entao o valor de u, tal que D¢ f(u) = 0, é dado por
u=c+h(l—a)/(2-a). (16)

A partir da equagao acima, se h tende a zero, entao u = c e se h é igual a u, entao u = ¢(2—a). Os
algoritmos anteriores foram amplamente discutidos na literatura, com resultados interessantes
(Pu et al., 2014). No entanto, a questao original permanece: os algoritmos anteriores nao
podem garantir a convergéncia para a solucao 6tima (Wei et al., 2020; Khan e Whab, 2020).
Esses exemplos destacam a principal desvantagem dos métodos FGDM, quando o operador de

ordem inteira é substituido pelo operador fracionério.
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Tendo discutido a questao do ponto extremo, o préximo passo é verificar a convergéncia dos
métodos. De maneira similar, o método do gradiente generalizado pode ser visto, pelo método

de Euler explicito, como uma forma discretizada da seguinte equacao diferencial ordinéria:

du

o = —AGDIf(w)] = F(u), (1)

onde ¢ é o tempo de iteracio e w = Adt. Por exemplo, considere minimizar f(u) = (u — c)?
usando o algoritmo anterior e definindo V(u) = (u — ¢(2 — «))?, tal que V(u) > 0 para todo
u#c(2—a)eV(u) =0 quando u = ¢(2 — «). Portanto, V(u) é uma fungao definida positiva.
Consequentemente,

dV(u)/dt = =2 u(u — ¢(2 — ) [§ DS f (u)]

= _71“(?[,%@ (u—c(2— a))Qul_a < 0.

(18)

Portanto, para este caso, o método possui convergéncia assintética para o ponto u = ¢(2—«),
diferente do ponto extremo da funcdo f(u) = (u— c)?. Neste trabalho, estudamos um algoritmo
diferente para introduzir ordem fraciondria no GDM e garantir a convergéncia para o ponto

extremo da funcao f(u), que serd apresentado na préxima subsegao.

3.3 METODO FRACIONARIO CONTINUO NO TEMPO

A ideia bésica deste modelo é substituir a derivada de primeira ordem no tempo por uma

derivada fracionaria de ordem «, na equagao (8), de forma que

$Dfu = —\ - f(u) = F(u), (19)
onde §Dyf* é o operador de Caputo para derivada fracionaria. Vale destacar que esta proposta ¢
diferente de outras encontradas na literatura. Sao poucos os trabalhos que examinam e aplicam
o modelo que opta por generalizar o método do gradiente alterando a derivada temporal, em
vez do gradiente (Hai e Rosenfeld, 2021). Este método serd denominado Método Fraciondrio
Continuo no Tempo (Fractional Continuous Time Method — FCTM).

O lado direito da equacdo acima permanece como a derivada df (u)/du. Assim, o ponto de
equilibrio na equagao (19) é alcangado quando o valor extremo da fungao f(u) é atingido. Por
esse motivo, optamos por apresentar a equagao (19) como uma generalizagdo da equagao (8).
Neste método, o interesse estd em entender sobre a estabilidade do ponto de equilibrio.

Por exemplo, considere a minimizacao de f(u) = (u — ¢)? por meio deste algoritmo,

d
oDfu = —A\ J;(;j) = -X2(u—c), (20)
onde a solugao é dada por
u(t) = (u(0) — ¢)Eq,1(—2Xt") + ¢, (21)

em que F,1 ¢é a funcao de Mittag-Leffler. Em particular, se 0 < a < 1, basta especificar
apenas uma condigao inicial, u(0). Na equagao acima, quando t — oo, entao u(t) — ¢, que é o
ponto extremo da fungao f(u). Este exemplo comprova que, ao utilizar o Método Fracionario

Continuo no Tempo, u(t) converge assintoticamente para um ponto minimo de f(u), sempre que
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a esta entre 0 e 1. Utilizando a derivada de Caputo, podemos relacionar a condicao inicial do
problema a um problema de valor inicial. O resultado obtido por esse método foi comparado
com os métodos anteriores na figura (1). Nesse caso, observa-se a convergéncia da solu¢ao para
o ponto extremo da fungao f(u). Todos os casos analisados na figura (1) utilizam A = 1.
No caso geral, considere que f(u) é uma funcao diferencidvel e n-fortemente convexa, para
n > 0, onde u* é o ponto extremo de f(u). Entao, u(t), obtido pela equagao (19), é tinico
e converge para u* pelo menos com a taxa de convergéncia de Mittag-Leffler. O teorema de
estabilidade de Mittag-Leffler generaliza o teorema de Lyapunov para sistemas nao lineares de
ordem fraciondria. A demonstracao deste resultado pode ser encontrada nos trabalhos de Liang,
Wang e Win (2020), quando « estd restrito ao intervalo (0, 1]. Considerando que V(u(t)) =
3l|u(t) — u*]|?, e utilizando a desigualdade (22) (Aguila-Camacho, Duarte-Mermoud, Gallegos,
2014),
DV (u(t)) < —(u* - u(t))* Dfu(t), (22)

e a equacao (19), chegamos a

df (u)

DpV () < (o — u(t) T (23)
Agora, usando a desigualdade (24)(Liang, Wang e Win, 2020)
(' —u(t)) =5 = < f(u") = flu(®)) = 5llu®) -, (24)
na qual f(u) é diferencidvel e n-fortemente convexa, entao obtemos o resultado
. df(u) _ .
(u” = u(t)) < =S llu() = |* < —nV(u(t)), (25)
du 2
onde V(u(t)) > 0 e V(u*) = 0. Finalmente, usando a equagao (19), encontramos que
"DV (u(t)) < —nV (u(?)), (26)
e
V(u(t)) < V(u(0))Ea,1(=nt"), (27)

onde E,1(—nt*) — 0 quando ¢t — oco. A estabilidade de Mittag-Leffler (Gorenflo et al., 2014)
para a solugao da equacgao (19) foi demonstrada na literatura por Wei et al. (2020), com « entre
Oel.

Nao foram encontradas prova deste resultado na literatura para a > 1, embora os resultados
numéricos obtidos por simulagao, sugiram que u(t) converge para u* quando « > 1, como pode
ser visto na figura (2(a)) para longos intervalos de tempo. Para aprofundar nesse caso, considere
a minimizacdo de f(u) = (u — ¢)? utilizando a equacio (20), com « entre 1 e 2, onde a solucio
¢é dada por

u(t) = (u(0) — €)En1(—2M%) + ¢ + v/ (0)t Ey 2(—2X%). (28)

Nesse caso, duas condigoes iniciais arbitrérias sdo necessérias, u(0) e u/(0). A figura (2(b))

mostra os resultados encontrados para diferentes valores de o entre 1 e 2. O desempenho do
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FCTM, com 1 < o < 2 e diferentes condigoes iniciais, é mostrado na figura (3). Para todos os
parametros, a solucao encontrada oscila com amortecimento em longos tempos. Neste exemplo,
u(t) aparenta convergir assintoticamente, como mostrado na figura (3). A func@o de Mittag-
Leffler tem um nimero infinito de zeros, exceto nos casos em que « estd entre 0 e 1. Observa-se
que para cada zero da funcao de Mittag-Leffler, a variavel u atinge u*.

Neste estudo, propomos um critério de parada global, portanto, as equagoes sao integradas
até que um determinado objetivo seja alcangado, por exemplo, £ < 0,01. Como podemos ver
na figura (2), o FCTM consegue superar numericamente o GDM; quando o = 1,2, chega em
u = 3,000 apds t = 8,39 unidades arbitririas, enquanto quando o = 1 atinge u = 2,997 apds
t = 32,3 unidades arbitrarias. O FCTM obteve boa precisao, além de ter sido 4 vezes mais
rapido que o GDM. Este resultado é o principal interesse no estudo do FCTM. Contudo, isso
depende do valor de «. Considerando este mesmo exemplo, quando o = 0,9, o desempenho
do FCTM ¢ inferior ao do GDM. Assim, a dependéncia do desempenho em relagdo a « é uma
questao altamente relevante e ainda nao esta bem compreendida.

Em geral, os FGDM e o FCTM foram estudados teoricamente e aplicados em somente uma
classe especifica de fungoes. Assim, um dos principais objetivos deste trabalho é o de resolver
problemas praticos, para comparar o algoritmo fraciondrio em tempo continuo com o GDM
usual. Dessa forma, conseguimos explorar, como o « interfere na taxa de convergéncia. Liang,
Wang e Yin (2020) conclui que f(@) converge para f(u*) com pelo menos uma taxa O(1/t%), ou
seja, a convergéncia com « < 1 é assintoticamente mais lenta do que para o = 1. Nesse contexto,
a varidvel 4 representa a solucao que estd sendo buscada. No entanto, para alguns problemas
de otimizacao, o resultado observado é o oposto dessa previsao, como também podemos ver no
trabalho de Liang, Wang e Win (2020). Apesar termos resultados tedricos para 0 < o < 1, nao
temos conhecimento de estudos tedricos que considerem « > 1. Evidenciamos alguns resultados
numéricos que podem ser usados para sugerir direcoes em futuras pesquisas tedricas. Na figura
(4), observamos que a fungao custo V = (u(t) — 3)2, para a > 1, ndo decai como acontece com

a entre 0 e 1.
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Figura 1 — O valor 6timo obtido em cada iteracdo, usando o GDM (linha sélida grossa). As solugoes

obtidas pelos métodos FGDM-1 e FGDM-2, ambos com « = 0,9, sao representadas pela linha pontilhada
e linha tracejada, respectivamente. A linha continua fina mostra o resultado encontrado pelo FCTM,

com « = 0,9. O resultado esperado é 3.
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Fonte: Autor (2025).
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Figura 2 — As solugoes obtidas pelo FCTM, com diferentes valores da ordem fracionaria «, para o problema

de minimizar a fungao f(u) = (u — 3)2.
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(a) Resultado obtido com o = 1 (linha sélida

grossa), @ = 0,9 (linha pontilhada), a = 0,7 (li-
nha tracejada) e @ = 0,5 (linha continua fina).

Fonte: Autor (2025).
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(b) Resultado obtido com a = 1 (linha sélida
grossa), @ = 1,2 (linha pontilhada), o = 1,5 (li-
nha tracejada) e @ = 1,7 (linha continua fina).
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Figura 3 — Desempenho do FCTM, com 1 < « < 2 e diferentes condigoes iniciais: para todos, u(0) =1 e
u’(0) = 0 (linha fina) ou 0,5 (linha grossa). Resultados obtidos com « = 1,2 (linha pontilhada), oo = 1,5
(linha tracejada) e @ = 1,7 (linha continua).
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Fonte: Autor (2025).

Figura 4 — O erro V(u) = (u(t) — u*)? em funcdo do tempo. Este resultado foi obtido pelo FCTM, para
o problema de minimizar a fungao f(u) = (u — 3)%.
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(a) Resultado obtido com « = 1 (linha sélida  (b) Zoom da figura (5(a)) para 0 <V < 14 e

grossa), « = 0,9 (linha pontilhada grossa), a = 0 <¢ <5.
0,7 (linha tracejada) e o = 0,5 (linha continua
fina).

Fonte: Autor (2025).

3.4 APLICACOES

O principal objetivo deste artigo é analisar a eficiéncia do FCTM em problemas de oti-
mizacao quimica. A maioria das aplicagoes na literatura esta restrita a otimizagéo de problemas
com um numero limitado de varidveis, tipicamente n = 1 ou 2. O presente estudo examinou
tanto problemas de otimizagao lineares quanto nao lineares, cada um envolvendo mais de onze
variaveis. Os resultados obtidos em dois casos, pelo FCTM, foi comparado com o modelo cldssico
de ordem inteira. O primeiro exemplo trata de um sistema linear em que K é uma matriz de
Vandermonde, com Dim(K) = 11 x 11 (Lemes et al., (2023) e Tavares et al. (2021). Em seguida,

o modelo proposto foi utilizado para encontrar a configuracao de energia minima de N cargas
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pontuais na superficie da esfera unitaria. Esse problema se originou no modelo do “pudim de
passas” de Thomson para o dtomo (Thomson, 1904). O problema de Thomson é cldssico, bem
conhecido e ainda muito relevante no contexto da Fisico-Quimica e da pesquisa em métodos de
otimizacao (Lai et al., 2024).

3.4.1 Polinémio Interpolador de Grau m

Este exemplo discute o caso da matriz de Vandermonde, o qual é um problema malposto bem
conhecido. Dados os valores de uma fun¢ao g(x) para dois valores diferentes de x, por exemplo,
xo e x1, podemos aproximar g(x) por uma fungdo polinomial de grau 1, pi(z) = uok + uy,
que satisfaz as seguintes condigoes: pi(xg) = g(xo) e pi(x1) = g(x1). Neste caso, a solugao
desejada (valores de up e wuj) é obtida resolvendo o sistema: pi(xg) = uozo + u1 = g(xo) €
pi(z1) = woz1 +ur = g(x1).

O polinémio interpolador de grau m pode ser escrito como Py, = Uy, + Upm—1T1 + Um—2%2 +
.. + wozp,. Para que P, (z) substitua g(z), os coeficientes u; devem ser determinados para
todo 1 < 57 < m. Dessa forma, o problema se resume em ajustar esses coeficientes aos dados,
Pp(xj) = g(x;) satisfazendo todo j entre 1 e m. Neste caso, os coeficientes sao obtidos resolvendo

o sistema linear Xu = g, ou seja,

2
:EgL - Iy Zo 1 Uuo g0

2
G A | ur | | 5 (29)
Ty a:?n Tm 1 Um, Im

O problema acima pode ser visto um problema de otimizagao porque existe uma funcao de ava-
liacio f(u) = ||Xu—g||? que d4 uma pontuacio & funcio candidata u. A maioria das aplicacdes
recentes estd limitada a problemas de otimizacao com um pequeno numero de variaveis, tipica-
mente n = 1 ou 2. Para testar o desempenho do FCTM, foi utilizada a matriz de Vandermonde
11x 11, onde 0 < x < 1. O método preditor-corretor de Adams-Bashforth-Moulton descrito pelo
método PECE e implementado em fdel2 (Garrapa, 2024) foi usado para resolver a equagao (19),
com A = 0,001. As propriedades de estabilidade do método implementado foram estudadas por
Garrapa (2010).

A comparacao entre u;, para todo 1 < j < m, ao longo do tempo, obtida usando av = 1 e
a = 1,2, é mostrada na figura (6(a)). Os resultados foram obtidos a partir de uma condigao
inicial de u(0) = 0 e u/(0) = 0 (quando « > 1). As figuras (6(b)), (6(c)) e (6(d)) mostram
a norma residual para o FCTM quando o = 0,8, 1,2 e 1,4. A norma residual, quando o
FCTM é usado com « = 0,8, diminui mais lentamente do que a obtida pelo GDM (ou FCTM
com o = 1) no mesmo tempo de iteracao (unidades arbitrérias). Por outro lado, quando o
FCTM é usado com o = 1,2 ou 1,4, a norma residual diminui mais rapidamente do que o
valor obtido pelo GDM. Usando o FCTM, com o = 1 — o qual é o mesmo que usar o GDM,
|IKf — g|lt=50000 = 1,7 x 107, cerca de 94 vezes maior que a norma residual se o = 1,2 for
usado, ||Kf — g|lt=s50000 = 1,8 x 10~7. Portanto, o modelo FCTM atinge a solucdo desejada
em menos tempo que o modelo GDM, se a ordem fracionaria for escolhida adequadamente. Os

resultados estao apresentados na tabela (1). O desempenho do Método Fracionario Continuo no
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Tempo, com a = 1,2 e diferentes condigdes iniciais, é mostrado na figura (6).

E importante notar que a abordagem numérica para equagoes diferenciais de ordem inteira
no GDM foi o método de Runge-Kutta — implementacao do ode45 (Dormand e Prince, 1980;
Reichelt e Shampine, 1997). Para um sistema de equagoes diferenciais fraciondrias, é necessario
outro método, conforme discutido anteriormente. Sistemas de ordens fraciondrias s@o nao lo-
cais, e os métodos numéricos correspondentes levam a sistemas mais complexos, onde cada passo
computado depende de todos os passos previamente computados. Portanto, resolver numerica-
mente um sistema de ordem fraciondria ao longo de um grande intervalo de tempo implica custos
computacionais significativamente maiores em comparacao com equagoes diferenciais ordinarias
cléssicas.

Para esclarecer essa questao, o custo computacional foi calculado para um tempo de proces-
samento de ¢ = 5000 u.a. (unidade arbitraria). O tempo de processamento usando o método
de Runge-Kutta (= 0,75 s) é aproximadamente 20 vezes menor do que o tempo utilizando a
abordagem numérica para equagoes diferenciais de ordem fraciondria com o =1 (=~ 15 s). Um
tempo similar é observado para outros valores de a.. O custo computacional foi calculado utili-
zando um processador Intel(R) Core(TM) i5-2400 CPU @ 3.10 GHz. Mesmo assim, o algoritmo
fracionario oferece uma melhor relagao custo-beneficio. O residuo diminui quase 94 vezes para
a = 1.2 e cerca de 629 vezes para o = 1.4, enquanto o tempo de computagao é somente 20 vezes
maior. Esses resultados estao apresentados na tabela (1). Portanto, se a ordem fraciondria for
escolhida adequadamente, o FCTM atinge a solucao desejada em menos tempo de computacao
do que o modelo GDM.

Tabela 1 — Comparagao de resultados entre o GDM (a = 1) e o FCTM.

a | 1201, wa. | g1, wa. | 20001, wa. | [ Xu —gllfs000 (H)t:mooo
0,8 1139 9444 > 50000 1,5 x 1073 0,011

1,0 180 1245 6877 1,7 x107° 1

1,2 113 366 1758 1,8 x 1077 94

1,4 58 160 670 2,7 x 1078 629

1,6 35 84 325 3,3x 1078 « 515

* Os resultados comegam a mostrar instabilidade numérica.

Fonte: Autor (2025).



Figura 5 — O desempenho do FCTM para resolver o problema do polinémio de interpolagao.
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(a) Evolugao da solugdo u em relagao ao tempo,
utilizando o FCTM com « = 1,2 (linha ponti-
lhada) e a = 1 (linha sélida).
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(¢) A funcao residuo ||Xu — g||(¢) obtida pelo
FCTM com a = 1, 2 (linha pontilhada); o GDM
é representada pela linha sélida.

Fonte: Autor (2025).
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(b) Comparagao do residuo ||Xu — g|| ao longo
do tempo, utilizando o FCTM, para um sistema
linear 11 x 11 de ordem fracionaria igual a 0,8
(linha pontilhada) e & = 1 (linha sélida).
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(d) O resultado u(t) com a = 1,4 é represen-
tado pela linha pontilhada e o modelo de ordem
inteira é representado pela linha sélida.
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Figura 6 — O desempenho do FCTM para resolver o problema do polinémio de interpolagao.
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(a) Evolugao da solugdo u em relagao ao tempo,
utilizando o FCTM com « = 1,2 e condigédo
inicial up =1 (linha pontilhada). O modelo de
ordem inteira é representado pela linha sélida.
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(c) Evolugao da solucao u em relagao ao tempo,
utilizando o FCTM com «a = 1,2 e condigao
inicial aleatodria, representada pela linha ponti-
lhada. A linha sélida mostra o resultado obtido

100 150 200 250 300 350 400 450 500
t

0 50

(b) Residuo || Xu—g|| ao longo do tempo, utili-
zando o FCTM com a = 1,2 e condigao inicial
up = 1 (linha pontilhada). O modelo de ordem
inteira é representado pela linha sélida.
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(d) Residuo || Xu — g|| ao longo do tempo, uti-
lizando o FCTM com « = 1,2 e condigao ini-
cial aleatéria (linha pontilhada). A linha sélida
mostra o resultado obtido para o modelo de or-
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para o modelo de ordem inteira. dem inteira.

Fonte: Autor (2025).

3.4.2 Problema de Thomson

O problema de distribuir cargas pontuais em uma esfera tem uma longa histéria, comegando
com Thomson em 1904, quando ele propos seu modelo atémico (Thomson, 1904). O objetivo
do problema de Thomson é determinar a configuracao de minima energia potencial eletrostatica
de N particulas carregadas, todas com cargas iguais, restritas a superficie de uma esfera de raio
igual a 1. A energia de interagao eletrostatica entre cada par de particulas carregadas é dada
pela lei de Coulomb, e a energia potencial eletrostéatica total pode ser expressa como a soma de

todas as energias de interagao entre pares, tal que

N N
f)y=>" %"t

i =i+l

(30)

em que ri; = [(z; — ;)% + (yi — y;)% + (2 — 2;)?|7Y2, x; = sin(¢;) cos(6;), yi = sin(¢;) sin(6;)
e z; = cos(¢;). As cargas discretas estdo restritas a um volume esférico no espaco, tal que
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xf + yf + zl~2 = 1. Isso simplifica os cédlculos ao reduzir o espago de busca de 3N dimensoes
para 2N dimensoes, em que u = [f ¢]. A minimizacao global da energia potencial eletrostética
total sobre todas as configuracOes possiveis pode ser encontrada por algoritmos numeéricos de
minimizacao, como o GDM.

As solugoes do problema de Thomson para N = 4, 5, 6 e 12 particulas carregadas sao bem
conhecidas por mateméticos e quimicos (Hargittai, 2009). A solu¢do geométrica do problema
de Thomson para N = 4, 6 e 12 elétrons é um sélido platonico cujas faces sao todos triangulos
equildteros congruentes. Além desse interesse quimico, o problema de Thomson tem sido utili-
zado como um problema de referéncia para testar algoritmos de otimizacao global com valores
elevados de N (Lafave, 2013). Os minimos globais para o Problema de Thomson com valores
pequenos de N podem ser encontrados, por exemplo, nas referéncias (Altschuler et al., 1994).
Os menores minimos encontrados para o problema de Thomson para alguns valores maiores
de N estao disponiveis nas referéncias (Lai et al., 2024). Nesta sec@o, apresentamos a solugao
numérica do problema de Thomson com N =4, 5, 6 e 12, utilizando GDM e FCTM. O problema
de Thomson com N = 12 possui 24 parametros a serem otimizados.

A figura (7) mostra que f(u), quando o FCTM ¢ utilizado com « = 0,7, inicialmente cai
para um valor inferior ao obtido com o GDM (ou FCTM com « = 1). Em seguida, hd uma
mudanga neste comportamento, e f(u) diminui mais lentamente do que com a = 1. Neste
estudo, propomos um critério global de parada, portanto, as equacdes sao integradas até que
um determinado objetivo seja alcancado. Como podemos ver na figura (8), o FCTM consegue
superar numericamente o GDM, com o« = 0, 7, em um ndmero pequeno de iteracoes. No entanto,
o FCTM atingiu uma boa precisao mais rapidamente do que o GDM. Esse resultado pode ser
usado como condicao inicial em métodos mais eficientes.

Os resultados apresentados para o tempo de computacao mostram, como esperado, que
o uso da rotina ode45 é mais eficiente do que a rotina fdel2 (com o = 1). Também pode ser
observado que o tempo de computacao (7) é aproximadamente o mesmo para qualquer .. Todos
os resultados na tabela (2) sdo computados para um tempo de iteragao (t) de 1500 u.a. e um
tamanho de passo h =1 x 107°.

Pela primeira vez na literatura, é apresentada uma comparacao do tempo de computagao

entre o método classico de gradiente e suas generalizagoes para ordem fracionaria. Na tabela

49,1652—49,2075
19,1652—49,1672

= 13,4 vezes. Portanto, ha um ganho real

(2), para N = 12, observamos um ganho na fungao de custo de

8,20
0,61

ao utilizar o FCTM. A figura (8) apresenta a geometria 6tima para o caso N = 12, onde a

= 21,7 vezes,

enquanto o tempo de computagao aumenta em

solucao corresponde a um icosaedro regular.
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Tabela 2 — Comparagao dos resultados utilizando GDM (a = 1) e FCTM (« = 0,7) para o Problema de

Thomson.

N Ereferéncia Ey Tl,s (Ode45) Tl,s (fdelQ) Ea:0,7 Ta=0,7,5
4 3,6742 3,7333 0,20 1.4 3,6783 1,6
5 | 64746 | 65229 0,16 1,9 6,4769 | 2,0
6 9,9852 10,0960 0,18 2.4 9,9928 2,5
12 | 49,1652 | 49,2075 0,61 8.1 49,1672 8,2

Fonte: Autor (2025).

Figura 7 — O residuo ao longo do tempo, utilizando o FCTM e uma ordem fracionaria de @ = 0,7, é
mostrado pela linha pontilhada. O resultado obtido com o = 1 é representado pela linha sélida.

Fonte: Autor (2025).
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Figura 8 — Configuragao de energia potencial eletrostdatica minima de 12 particulas carregadas, todas com
cargas iguais, restritas a superficie de uma esfera de raio igual a 1. A geometria encontrada é a de um

icosaedro regular.

Fonte: Autor (2025).
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4 ANALISE DE CUVAS DE ADSORCAO E DESSORCAO
COM DADOS DE RESSONANCIA PLASMONICA DE SU-
PERFICIE USANDO DERIVADA DE CAPUTO

A Ressonancia Plasmonica de Superficie (Surface Plasmon Resonance — SPR) é uma técnica
Optica utilizada para medir interagoes moleculares em tempo real. A resposta é quantificada em
unidades de ressonancia (Resonance Units — RU) e é proporcional ao niimero de moléculas do
analito ligadas ao ligante imobilizado na superficie (Homola, 2008).

A reagao entre o ligante imobilizado em uma superficie (L) e o analito (A) pode ser assumida
seguindo uma cinética pseudo de primeira ordem, quando a concentragao do analito é constante
e a interagao do ligante com o analito é uma interacao de 1:1 (Karlsson et al., 1994). A
determinacao da constante de taxa a partir dos dados medidos é de grande importancia ao
permitir o calculo de parametros termodindmicos associado a interagao das particulas.

A dinamica das reagoes elementares pode ser expressa matematicamente como um conjunto
de equacgoes diferenciais acopladas, que devem ser integradas simultaneamente para derivar as
concentracoes dos reagentes e produtos ao longo do processo de reagao. No entanto, as equagoes
que governam tais modelos sao tipicamente analisadas utilizando derivadas classicas, as quais
oferecem uma capacidade limitada de contabilizar a distribuicdo de temperatura, os efeitos de
difusao e transporte envolvidos no processo de reacao.

A derivada clédssica é um operador local, uma vez que considera somente as variagoes ins-
tantaneas da funcao em torno de um instante especifico, desconsiderando qualquer histérico
anterior. Por outro lado, o cédlculo fraciondrio oferece uma abordagem diferente, prevendo o
comportamento das concentracoes dos reagentes e produtos ao longo do tempo. O modelo
cinético fraciondrio incorpora efeitos nao locais, uma vez que o operador diferencial fracionério
¢ definido utilizando integrais que consideram as mudancas ao longo de um intervalo (Kilbas,
Srivastava e Trujillo, 2006). Essa propriedade torna as derivadas fraciondrias particularmente
adequadas para simular fendmenos fisicos complexos, como processos de difusao-reagao.

A literatura recente estendeu o modelo cinético de ordem inteira para incluir ordens ar-
bitrarias. Segundo Lemes et al. (2016), a equagao diferencial fracionéria foi utilizada para
modelar um processo anémalo de decaimento de luminescéncia apés um longo periodo de ob-

servacao, no qual se espera um desvio da lei de decaimento exponencial.

4.1 TECNICA DE RESSONANCIA PLASMONICA DE SUPERFICIE

O SPR é um processo fisico que ocorre quando a luz polarizada plana incide sobre uma fina
pelicula metalica sob condigoes de reflexao interna total (Howell, 2017; Schasfoort, 2017). O
método SPR é uma técnica moderna para o estudo do equilibrio de ligacdo e da cinética em
reacoes quimicas. Recentemente, os biossensores tem causado um grande impacto na pesquisa
cientifica, como interagoes antigeno-anticorpo, imunologia, virologia e na industria farmacéutica
(Gaudreault, 2021).

Existem varias configuracoes de dispositivos capazes de gerar e medir o SPR. O sistema SPR
baseado em prisma pode ser aplicado em diferentes arranjos de prismaticos, como o arranjo

6ptico de Kretschmann (Kretschmann e Reather, 1968). Quando um feixe de luz incide em
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um prisma semicircular, a luz é desviada em direcao ao plano de interface, ao passar de um
meio mais denso para um menos denso. Ao variar o angulo de incidéncia (), o angulo de
reflexdo da luz também varia, até que um angulo critico seja alcangado. Nesse ponto, toda a
luz é refletida no prisma circular. Esse fenémeno é conhecido como reflexao interna total (Total
Internal Reflection — TIR).

Embora a luz seja refletida na direcao da superficie, ela causa um efeito na direcao perpen-
dicular a essa superficie. Um campo elétrico é gerado na dire¢ao perpendicular, conhecido como
onda evanescente, que decai exponencialmente com a distancia da interface, dissipando-se ao
longo de uma distancia equivalente a aproximadamente um comprimento de onda da luz. As
equacoes que descrevem a propagacao desse campo elétrico dependem do indice de refragao do
meio.

Quando o prisma é revestido com uma fina camada de metal nobre, os elétrons na banda de
conducgao interagem com o campo elétrico da onda evanescente. Sob condigoes especificas, ocorre
um efeito de ressonéncia, resultando na maxima absor¢cao de energia pelos elétrons no metal.
Isso forma o que chamamos de plasmon de superficie. O plasmon de superficie corresponde
a oscilagoes coerentes de elétrons na interface entre dois materiais quaisquer (Kretschmann e
Reather, 1968). A ligagao de biomoléculas a superficie do sensor resulta em uma mudanca no
indice de refracao. Como o campo elétrico (onda evanescente) varia com o indice de refragao do
meio, o angulo da luz incidente no qual ocorre a ressonancia também muda. A figura (9) mostra
um esquema pratico para esse experimento.

Figura 9 — Esquema do sistema SPR com reflexao total no prisma, superficie metélica (Lg), analito livre
(A) e capturado (ALg), sob fluxo continuo.

Fonte
de luz Prisma com Detector 9
l superficie i 1
de ouro (Lg)
Superficie
do sensor —<— % o Reflexdo Total (TIR
AAAAAA
1 Analito T
o capturado
Analito livre (AL}) Canal de Fluxo
5

(4)

Fonte: Autor (2025).
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Na técnica SPR, a excitacao maxima do plasmon de superficie é detectada monitorando-
se a poténcia refletida em fungdo do angulo de incidéncia, conforme indicado na figura (10).
Felizmente, a alteragdo no indice de refracdo da superficie é linear ao nimero de moléculas
ligadas a superficie do sensor (Stenberg et al., 1991). Os valores medidos sao convertidos em
unidades de ressonancia (resonance unit — RU), interpretados para fornecer informagoes sobre
o processo de adsor¢ao-dessor¢ao (Howell, 2017; Schasfoort, 2017).

Parametros cinéticos do processo podem ser obtidos a partir de andlises de ajuste de curva
nao-linear dos dados experimentais. Esses parametros sao de grande importancia, por ajudarem
a determinar o valor da interagao termodinamica entre espécies na superficie (Day et al., 2002;
Aguiar et al., 2021). A selegao do chip sensor é uma etapa critica no planejamento e execugao
de um experimento SPR. A escolha do chip depende do alvo a ser imobilizado no chip sensor

(Lg) e do analito (A) que fluird sobre o alvo a ser estudado.

Figura 10 — Sensorgrama representando o aumento do sinal de ressonancia em funcao do tempo durante
a captura do analito.

Sinal de
Ressonancia

Tempo

>
Sensorgrama

Fonte: Autor (2025).

4.2 MODELO CINETICO DE ADSORCAO E DESSORCAO

A técnica de Ressonancia Plasmonica de Superficie revolucionou a investigagao de interacoes
biomoleculares ao possibilitar o monitoramento em tempo real, com alta sensibilidade, da as-
sociacao entre um ligante imobilizado na superficie de um chip sensor (Lg) e um analito em
solucao (A).

Considere uma solugao de moléculas A em contato com moléculas Lg imobilizadas em uma
superficie sélida S. A substéncia adsorvida, A, é chamada de adsorvato, enquanto a superficie
sélida S na qual as moléculas B estao imobilizadas é conhecida como adsorvente. As moléculas do
adsorvente podem ser adsorvidas em uma superficie sélida para formar um complexo adsorvido
ALg. A fixacao das particulas A em uma superficie é chamada de processo de adsor¢ao, enquanto
o processo reverso é conhecido como processo de dessorcao. O processo de adsorgao e dessorcao
pode ser descrito por uma reagao reversivel A+ Lg = ALg, matematicamente descrita por uma
lei de velocidade (Filippova, 1998; Karlsson et al., 1994)

dX

T = FGK), (31)

onde X é o vetor de concentracao das espécies dependente do tempo e k é o vetor da constante

de velocidade. Entretanto, para uma interpretacao correta do processo cinético, é importante
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considerar o processo de transporte de massa, incluindo difusao e deriva, no qual as moléculas
de adsorvato sao introduzidas em um sistema de fluxo controlado. Combinando as equagoes
de difusdo e velocidade, a equacdo geral que descreve um processo de difusdo-reacao pode ser
escrita com

0X 9

EZDV X+ kVX + F(X; k), (32)
em que D é a constante de difusao e k é a constante de deriva. Neste trabalho, o termo de
difusdo e deriva foram negligenciados na descricao do processo de adsorgao-dessorcao.

Durante a fase de associacao, o complexo ALg aumenta em funcao do tempo. A reacdo entre

o ligante imobilizado (Lg) e um analito (A) pode ser assumida como seguindo uma cinética de
pseudo-primeira ordem. Portanto, a equacao matematica que descreve como a velocidade de
reacao depende da concentracao das espécies ALg ao longo do tempo é dada por (Karlsson et
al., 1994)

d[ALg]/dt = ko[A|[Ls]o — (ka|A] + kq)[ALs]. (33)

Na equacao de formacao do complexo, k, é a constante de velocidade de associacao, que descreve
a taxa de formacao do complexo, enquanto k4 é a constante de velocidade de dissociacdo. A
constante de equilibrio Kp = k,/kq descreve a estabilidade do complexo. A concentragao de Ay
é controlada pelo fluxo através da bomba na célula, e a funcao matematica usada para controlar

o fluxo de Ay na célula é dada por
[A](t) = H(t — ton) — H(t — tofy), (34)

onde H ¢ a funcao de Heaviside, t,, ¢ o tempo de inicio e t,r¢ é o tempo de término do fluxo
através da bomba na célula. A equagao diferencial (33) é acoplada ao fluxo através da bomba

na célula, equagao (34).

4.3 MODELO CINETICO FRACIONARIO

Primeiramente, discutiremos a cinética para biossensores. Considere o modelo cinético de
uma reagao de ligacao 1:1. A reagdo entre o ligante imobilizado (Lg) e o analito (A) pode ser
assumida como seguindo uma cinética pseudo de primeira ordem, quando a concentracao do
analito é constante e a concentracao do ligante é dada por [Lg|(t) = [Lslo — [ALg](t). Nesse
caso, a cinética do processo pode ser descrita pela equacao (33). Neste trabalho, para analisar os
dados experimentais obtidos a partir do experimento de SPR, uma equagao diferencial de ordem
fraciondria é apresentada como uma generalizagao alternativa do modelo usual, (Angstmann et
al., 2021)

¢ SD2 AL () = kalA)(D)[Lslo — (kalAl(E) + ka)[ALS] (1), (35)

W =

onde §D¢{.} é o operador de derivada fracionaria de ordem « no sentido de Caputo, e ¢ =
O fator ¢ é necessdrio para corrigir a dimensionalidade da equagao (35) (Monteiro, Santos e
Mazorche, 2024). Sendo assim, um novo modelo cinético generalizado foi desenvolvido visando
fornecer a compreensao mais abrangente do mecanismo de adsorcao-dessor¢ao em termos de
efeitos nao locais.

A concentragao do analito é constante no fluxo. O controle é automatizado pela bomba de
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fluxo do equipamento. No modelo matematico, o fluxo do analito no chip do sensor é regulado
pela funcao
[A](t) = [AJo(H (t — ton) — H(t — togy)), (36)

onde a funcdo H é a funcao de Heaviside, também chamada de funcdo de passo unitdario. A
fungao H(t — 7) é uma funcao descontinua que assume o valor zero para t < 7 e um para t > 7
(Arfken, Harris e Weber, 2013). Definindo t,, =0 <t <torf = 7, [Lslo = Rmaz € [A]o = Co, a

equagao (35) leva a equagao
¢! §DF[ALs|(t) = a — b[ALs](1), (37)

onde a = k,CoRmaz € b = k,Co + k4. Utilizando o método operacional, especificamente a
transformada de Laplace, £{.}, (Arfken, Harris e Weber, 2013),

L{DYf(1)} = s*F(s) — Sps DF I f(0)s™ 1% n -1 < a <n,
L{Ea(~at*)} = ;e (38)
L{1 — E,(—at®)} =

_a
s(s®+a)?

a solugao geral para o processo de primeira fase, equacao (37), é dada por
[ALs](t) = (a/b)(1 — Ea(=bt%)), (39)

onde o ponto de equilibrio da ordem fraciondria é igual a correspondente ordem inteira, [ALg|eq =
a/b, logo
[AL5](t) = [ALsleq(1 — Ea(=bt%)). (40)

Observe que o resultado para o = 1 é o mesmo encontrado para a ordem inteira.

Agora, considere a segunda fase, em que ¢t > 7 e [A] = 0. Nesse caso, a equagao (35) torna-se
T S DE[ALS)(€) = —kalALs](€), (41)

onde £ =t — 7. Novamente, resolvemos a equacao acima utilizando a técnica da Transformada
de Laplace e aplicando as regras pertinentes as derivadas fracionarias correspondentes. Uma

solucdo geral para a equagao (41) é dada por
[ALs|(t) = [ALs]eqEo1(=ka(t —7)7). (42)

Na equagao acima, se @ = 1, recuperamos o resultado encontrado para o modelo com ordem
inteira.

As cinéticas de interacao foram divididas em trés fases distintas: a) Fase de associacao
(0 <t<7),naqual Ae Lg se ligam para formar o complexo ALg; esta fase é seguida por um
estado de equilibrio, quando ¢ =~ 7, no qual a concentragao do complexo permanece constante;
b) Quando o fluxo do analito no chip do sensor é substituido pelo fluxo de uma solugao tampao,
comega a fase de dissociagao (t > 7), na qual as interagoes entre A e Lg no complexo ALg se

desfazem. Cada uma das trés fases contém informagoes sobre a interacao entre as moléculas A e
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Lg em termos de quao rapidamente a associagao ou dissociagao ocorre e quao forte é a interacao

geral. Finalmente, a solugao encontrada para cada parte pode ser expressa como

0, t <ton
[ALs](t) = v x (1 — Eo(=bt*), 0<t <7 , (43)
[ALS]qua<_kd<t — T)a), t>T1

onde v = [ALgleq/(1 — Eo(—b7%)) e E, é a funcao de Mittag-Leffler com um pardmetro o
(Gorenflo et al., 2014). A fungao de Mittag-Leffler é definida pela seguinte série de poténcias,

que converge para todos os argumentos = € R.

00 f1€
Ea(l‘) = kzo m, (44)

Observe que se @ = 1, a fungdo de Mittag-Leffler se reduz a funcao exponencial exp(z). As-
sim, é frequentemente afirmado que a funcao de Mittag-Lefller é uma generalizacao da funcao
exponencial. Portanto, o modelo cinético classico é recuperado para o caso limite onde a or-
dem fracionaria ¢ igual a um. O objetivo deste estudo ¢é investigar o potencial das derivadas
fracionarias na modelagem matematica dos dados experimentais de SPR.

Os dados experimentais indicam que o processo de associagdo comega com um crescimento
diferente taxa prevista por um modelo de crescimento exponencial. A generalizacdo do modelo
cinético para a ordem fraciondria foi motivada por esse comportamento. De forma semelhante,
durante a fase de dissociacao, ocorre uma queda rdapida em uma taxa maior do que a prevista
por um modelo de decaimento exponencial, seguida por uma fase mais lenta, que é bem descrita
por uma curva exponencial.

A solucgao exata fornecida pelo modelo fracionario é dada pela funcao de Mittag-Leffler, com

um parametro «, representando a ordem do operador de derivada fracionaria no modelo cinético.

4.4 DADOS EXPERIMENTAIS

A andlise das interagoes biomoleculares é crucial tanto na ciéncia quanto na industria. Para
compreender essas interacoes, dados experimentais de Ressonancia Plasmonica de Superficie sao
comumente utilizados. Este artigo foca especificamente neste tipo de dado e procura extrair
informacGes sobre as interagoes, particularmente, sobre as constantes de taxa correspondentes.

Este estudo utilizou dados sobre a interagao entre a proteina de baru imobilizada (IBP) e
o vermelho de Congo (CR) em concentragoes variando de 7,5 a 97,5 uM, a pH 7,4 e 16°C.
Os dados experimentais foram fornecidos pelo Grupo de Pesquisa em Quimica de Coloides da
UNIFAL-MG.

4.5 RESULTADOS E DISCUSSOES

Os dados obtidos em um experimento SPR sao tipicamente referidos como sensorgrama, onde
a resposta do sistema, proporcional a concentracao total do complexo, é medida ao longo do
tempo para vérias concentracoes de analito. O sensorgrama obtido para o sistema descrito na

Segao 4.4 é apresentado na figura (17).
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O sensorgrama é dividido em trés partes distintas. Durante a fase de associacao, a quanti-
dade de complexo formado, ALg, aumenta com o tempo até atingir um nivel de equilibrio, ou
seja, quando as taxas de associacao e dissociagao do analito e a proteina imobilizada, perma-
necem constantes. Enquanto o fluxo é mantido, o sistema permanece em equilibrio quimico e
a concentragao do complexo formado permanece constante. Quando o analito em fluxo é subs-
tituido por um tampao, a concentracao do analito em fluxo diminui, e entao temos o processo
de dissociacao. Apéds a dissociagao, o ligante e o analito retornam ao seu estado original, como
estavam antes da interacdo. Assume-se que o sistema e as condigoes do estudo sejam adequados
para a validade do modelo cinético descrito na Secao 4.2.

A forma tradicional de andlise de sensorgramas requerem experimentos de concentracoes
varidveis de A, que posteriormente sao ajustados, para obtencao das constantes de associagao
(ko) e dissociacao (kq). Os dados experimentais sdo analisados utilizando um procedimento
simples de ajuste de modelo cinético de ordem inteira. Na etapa inicial da andlise, um ajuste
nio linear da forma R(t) = Re,(1 — e~%) é realizado para valores de t < 7. Neste ajuste, o
parametro b é determinado para cada concentracao de analito [A], com R, representando o
valor maximo da varidavel de resposta do equipamento de SPR. Na etapa subsequente, sob a
suposigao de que b = kq[A] + kg, uma curva b x [A] é construida, permitindo a determinacao de
ko pela inclinacao da curva. Para obter a constante de dissociagao kg4, um ajuste nao linear é
realizado para R(t —7) = Reqexp(—kd(t—t)), no qual ¢ > 7, permitindo assim a obtencao de kg
para cada [A]. Subsequentemente, o valor de k4 é tomado como a média dos valores previamente
calculados. Este é o método padrao para ajustar esses dados, conforme descrito em Marques
et al., 2024; Castro et al., 2021 e Aguiar et al., 2021. Utilizando a metodologia tradicional, os
valores de k, e kg encontrados sdo 1342, 3(M -s)~! e 0,01020s~!, respectivamente. O resultado
obtido por esses passos é designado como Caso 1 na tabela (3).

Este trabalho propoe um método alternativo para obter as constantes k, e ky. Considerando
que a equagao (43) descreve as trés etapas do processo, nas quais a(t) = H(t) — H(t — 1),
v = Req/(1 — exp(—b7)), Reg = 30,34 e 7 = 140.

R(t) = a(t)(y x (1 — exp(=bt))) + (1 — a(t))(Req exp(—ka(t — 7))). (45)

Entao a constante cinética pode ser determinada minimizando a funcao de custo nao linear,

definida na equagao (46).

E(ka,ka) = Y _((R(t:) — R{™)/R{™)?). (46)
i

Nao sendo mais necessario um ajuste em cada uma das curvas de concentracdao para determi-
nar as constantes k, e kg. Agora, com somente o sensorgrama correspondente a uma tnica
concentracao, neste caso, de 7buM de A foi possivel realizar o ajuste. Foi entdo utilizado o
Método do Gradiente Descendente para minimizar a soma dos quadrados relativos, calculados
sobre toda a curva R X t obtida para a concentracao de 75uM . Nesta instancia, os valores de kg
e kg obtidos pela estratégia anterior foram utilizados como ponto inicial. Os valores resultan-
tes foram k, = 332,5(M - s)~! e kg = 0,02335571, que a partir de agora serdo referidos como

Caso 2 na tabela (3). Os valores de E para as outras concentragoes, utilizando as constantes
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derivadas para [A] = 75uM, também sao apresentados na tabela (3). E importante observar
que os resultados para os casos 1 e 2 diferem, com o caso 2 geralmente apresentando melhor
desempenho. A tabela (3) mostra que as constantes k, = 332,5 e kg = 0,02335 resultam em
um valor reduzido de F para quase todos os valores de [A] entre 7,5 e 97, 5uM. O valor de FE
para o Caso 2 foi 42,31, em comparacao com 183 no Caso 1. A figura (11) ilustra o ajuste do
modelo de ordem inteira para ambos os casos. Com base nessas observagoes, podemos concluir
que, pelo menos para este conjunto de dados, o Caso 2 oferece um melhor ajuste entre o modelo
cinético e os dados experimentais do que o Caso 1. Conforme a tabela (3), o erro calculado para
curva de concentragao de 75ulM, foi de 183 para o Caso 1 e 42,31 para o Caso 2. A 11) ilustra
o ajuste do modelo de ordem inteira para ambos os casos, respectivamente. Com base nessas
observagoes, concluimos que, pelo menos para esses dados experimentais, o Caso 2 proporciona
um melhor ajuste entre o modelo cinético e os dados experimentais do que o Caso 1.

Antes de aplicar o modelo fraciondrio, é essencial examinar a sensibilidade das constantes
cinéticas. A figura (12) mostra um estudo da variacao de k,. A linha sélida representa o resultado
obtido ao ajustar o modelo de ordem inteira usando as constantes de referéncia (k, = 332,5 e
kq = 0,02335). A linha grossa tracejada ilustra o efeito de uma variacao de +20% em k, (com ky
mantido constante). Similarmente, a linha tracejada representa uma variagao de —20% em kyq,
enquanto a linha grossa pontilhada mostra o efeito de uma variacao de +40% em kg, e a linha
pontilhada indica uma variacao de —40%. As mudancas simuladas em k, afetam principalmente
a curva para t < 7, sem impacto visivel para ¢t > 7. Este resultado indica claramente que ajustar
a constante k, isoladamente nao captura com precisao o formato da curva experimental.

Um estudo semelhante foi realizado com a constante kg, conforme mostrado na figura (13).
Novamente, a linha sélida representa o resultado obtido ao ajustar o modelo de ordem inteira
utilizando as mesmas constantes de referéncia. A linha grossa tracejada corresponde a uma
variagao de +20% em kg, calculada como k!, = kq(1+0, 2), mantendo k, constante. Similarmente,
a linha tracejada representa uma variagao de —20% em kg, a linha grossa pontilhada indica uma
variacao de +40%, e a linha pontilhada representa uma variagao de —40%. Os efeitos da variagao
de kg sao observados em ambas as regioes, t > 7 et > 7. No entanto, o impacto dessas mudancas
é mais pronunciado na regiao t > 7. Como observado anteriormente no estudo de k,, modificar
a constante kg nao fornece uma representagao adequada da curva empirica ao usar o modelo de
ordem inteira.

As figuras (12) e (13) ilustram que o modelo de ordem inteira nao consegue representar com
precisao a curva experimental, devido a uma clara discrepancia com o comportamento descrito
por uma curva exponencial. Na regido ¢ < 7, ocorre uma mudanga réapida em R(t), que entao
desacelera até que o equilibrio seja atingido. Na regiao t > 7, ocorre outra mudanca rapida em
R(t), maior do que a exponencial, seguida por uma diminuigao mais lenta.

Esse comportamento sugere que um modelo fraciondrio pode ser mais apropriado, uma vez
que a funcdo de Mittag-Leffler apresenta maior flexibilidade que a funcao exponencial na des-
cricao de variagOes temporais complexas. Portanto, melhorias no ajuste dos dados podem ser
alcancadas somente mediante modificagoes no modelo.

Um modelo alternativo foi empregado:

R(t) = a(t) (v x (1 = Ean(=b2%))) + (1 = a(t)) (Reg Ea,1 (=ka(t — 7)), (47)
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onde a(t) é definido como anteriormente, v = Req/(1 — Eq1(—b7%)), Req = 30,34 e 7 = 140. A
figura (14) ilustra o efeito da variacdo do parametro fraciondrio o, com k, = 332,5(M - s)"! e
kq = 0,02335s~! mantidos constantes. Nesta figura, a linha sélida representa o ajuste usando
a = 1. A linha tracejada grossa corresponde a o = 0,9, a linha tracejada a o = 0,8, a linha
pontilhada grossa a a = 0,7, e a linha pontilhada fina a a = 0,6. Essas curvas indicam que
variar o, mantendo constantes os parametros, ou seja, ajuste univariado, nao melhora o ajuste.

Consequentemente, foi necessério implementar um ajuste multivariado. A figura (16) mostra
que, para valores especificos de k, e kg, existe um valor 6timo de a. A linha espessa representa
a funcao de custo em funcao de «, utilizando os valores de k, e kg do Caso 1. Nesse caso, o
valor de o que minimiza F é 0,6.

A préxima abordagem envolveu um ajuste multivariado variando simultaneamente k,, kg €
a, sendo este o Caso 3. A mesma funcdo de custo F foi utilizada. Neste caso, o valor de k,
determinado pelo modelo de ordem inteira foi mantido, enquanto k4 foi aumentado em um fator
de 7,9, resultando em um novo valor de kg = 0,1844. A figura (15) apresenta os resultados. O
ajuste resultante produziu a = 0,6 e £ = 1,52, comparado a 42,31 no modelo de ordem inteira
(v = 1), reduzindo o valor da func@o de custo em um fator de aproximadamente 30.

As derivadas de ordem inteira podem ser determinadas em vizinhangas infinitesimalmente
pequenas do ponto no tempo sob consideracao. Isso implica que tais equagoes nao conseguem
descrever efeitos nao-locais. Derivadas fracionédrias de ordens nao inteiras sao empregadas em
modelos cinéticos para descrever processos e sistemas que exibem nao-localidade espacial e tem-
poral, sendo esta ultima frequentemente referida como o “efeito de memoria”.

“Meméria” é uma propriedade de processos fisico-quimicos nos quais o comportamento de
um processo em um dado instante ¢ depende nao somente do estado atual, mas também de
estados passados ao longo de um intervalo de tempo. Essa dependéncia de estados anteriores
caracteriza a memoria como uma propriedade inerente a tais processos. Quando a influéncia se
estende além de uma tnica localidade, diz-se tratar de um efeito nao-local.

No contexto das reacoes quimicas, interacoes entre moléculas distantes, como forgas dipolo-
dipolo ou forgas de van der Waals, podem impactar processos reacionais, mesmo quando distan-
tes. O efeito de memoéria pode ser definido como a influéncia da nao-localidade sobre o processo
observado. J4 foi demonstrado que superficies cataliticas podem exibir efeitos de meméria rela-
cionados a adsorcao na histéria de moléculas reativas (Feng et al., 2022). O estado da superficie
em que se encontra a proteina imobilizada, incluindo a presenca de espécies adsorvidas ou mu-
dancas morfoldgicas provenientes de exposigcoes anteriores, podem afetar a eficiéncia da formacao
de complexos nos ciclos subsequentes. Adicionalmente, algumas reagoes demonstram efeitos de
memoria associados a conformacao do ligante imobilizado na superficie, o que pode influenciar
o resultado de reagoes subsequentes (Smith et al., 2016). Em outras palavras, a taxa de uma
reacao em um dado momento pode depender do historico do processo.

A ordem fraciondria forneceu um meio alternativo de alcangar maior flexibilidade na solugao,
mantendo a simplicidade do modelo. Neste caso, a ordem fraciondria que melhor se ajustou aos
dados experimentais foi aproximadamente 0,6. A figura (17) apresenta os sensorgramas para
concentragoes variando de 7,5 a 97,5 uM . Os dados experimentais sao comparados aos resultados

obtidos utilizando a estratégia do Caso 3 (linha continua espessa). Para todos os sensorgramas,



41

os melhores resultados foram obtidos utilizando a estratégia do Caso 3, conforme mostrado na
tabela (3).

Tabela 3 — A fungdo de custo para os trés casos

E(«)

[A], uM | Caso 1 | Caso 2 | Caso 3
7.5 31,7(1) | 42,3(1) | 19,0(0,5)
15 54,8(1) | 39,4(1) | 22,8(0,55)
92,5 18,6(1) | 47,1(1) | 5,75(0,45)
30 62,3(1) | 39,2(1) | 4,25(0,55)
37,5 67,0(1) | 38,0(1) | 2,24(0,55)
45 134(1) | 40,6(1) | 3,37(0,6)
52,5 126(1) | 40,3(1) | 5,33(0,55)
60 157(1) | 39,2(1) | 1,74(0,6)
67,5 225(1) | 44,8(1) | 2,26(0,6)
75 183(1) | 42,3(1) | 1,52(0,6)
82,5 214(1) | 43,9(1) | 3,04(0,6)
90 255(1) | 45,8(1) | 2,56(0,6)
97,5 273(1) | 45,9(1) | 3,34(0,6)

Fonte: Autor (2025).

Figura 11 — Dados experimentais para uma concentragao de analito de 75 M. A linha sélida representa
o ajuste utilizando a estratégia denominada Caso 1, enquanto a linha tracejada mostra o resultado obtido
a partir da abordagem denominada Caso 2.
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Fonte: Autor (2025).
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Figura 12 — Estudo da variagao de k,. A linha sélida representa o resultado obtido pelo ajuste do modelo
de ordem inteira. A linha tracejada grossa representa o resultado para uma variacao de +20% em k,
(mantendo k4 constante). Similarmente, a linha tracejada fina representa uma variagdo de —20% em
k.. A linha pontilhada grossa indica uma variacao de +40% em k,, enquanto a linha pontilhada fina
representa uma variacao de —40% em k.
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Fonte: Autor (2025).

Figura 13 — A linha sélida representa o resultado obtido pelo ajuste do modelo de ordem inteira. A linha
tracejada grossa representa o resultado para uma variagdo de +20% em kg4, ou seja, kg = kq(1 + 0,2)
(mantendo k, constante). De forma similar, a linha tracejada fina representa uma variagdo de —20% em
kg. A linha pontilhada grossa indica uma variacdo de +40% em kg, enquanto a linha pontilhada fina
representa uma variacdo de —40% em k.
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Fonte: Autor (2025).
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Figura 14 — Estudo da variagao de a (ordem fracionéria), mantendo k, e kq fixos. A linha sélida representa
o resultado obtido pelo ajuste do modelo de ordem inteira. A linha tracejada grossa corresponde a o = 0,9
(com k, e kg mantidos constantes). De forma similar, a linha tracejada fina representa o = 0,8, a linha
pontilhada grossa corresponde a o = 0,7, e a linha pontilhada fina representa a = 0,6.
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Fonte: Autor (2025).

Figura 15 — Ajuste multivariado de kg, kg e . A linha pontilhada representa o caso com a = 1, com erro
E = 42.3. A linha sdlida corresponde a o = 0,58, com erro E = 1,47. Os simbolos de estrela indicam os
dados experimentais.
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Fonte: Autor (2025).
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Figura 16 — Estudo da variacdo de «, mantendo k, = 332,5 e kg = 0,02335 fixos (linha fina). Mantendo
ko = 332,5 e kg = 0,02335 x 7,9 fixos (linha grossa).
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Fonte: Autor (2025).

Figura 17 — Os dados experimentais comparados aos resultados obtidos utilizando a estratégia denominada
Caso 3 (linha continua grossa) e Caso 1 (linha pontilhada).
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Fonte: Autor (2025).
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5 CONCLUSAO

Este trabalho evidenciou que problemas complexos em ciéncia e engenharia, que demandam
a minimizagao de fungoes objetivo f(u) via determinagdo de parametros 6timos x, podem ser
beneficiados pelo emprego do calculo fraciondrio. Apesar das limitaces inerentes ao método
do gradiente descendente cléssico, sobretudo em sua baixa velocidade de convergéncia préxima
a pontos extremos, a introducao de derivadas de ordem nao inteira ofereceu uma perspectiva
promissora para superar essas restricoes. No entanto, constatou-se que a escolha da definicao
de derivada fracionaria, dos limites de integracao e da ordem fracionaria afeta o comportamento
da convergéncia, implicando que métodos fracionarios convencionais mantém limitagoes criticas,
como a incapacidade de garantir convergéncia consistente ao ponto extremo desejado.

Nesse cenario, foi proposto o Método Fracionario Continuo no Tempo, o qual se distingue
por generalizar a derivada temporal, em vez de modificar diretamente o operador gradiente.
As simulacGes numéricas realizadas evidenciaram que, para ordens fraciondrias no intervalo
a € (1,2), o método apresenta convergéncia eficiente, superando em alguns casos o desempenho
do gradiente descendente classico. No entanto, persistem questoes fundamentais quanto a esta-
bilidade dos pontos de equilibrio e a fundamentacao tedrica dos ganhos observados, indicando a
necessidade de investigacoes adicionais para a consolidagao de sua aplicabilidade.

Adicionalmente, a aplicacdo do calculo fraciondrio em problemas experimentais de cinética
quimica, com foco em dados provenientes da Ressonancia Plasmoénica de Superficie, corroborou
o potencial desta abordagem. Modelos baseados em derivadas de Caputo demonstraram supe-
rioridade na descricao de processos complexos de adsorcao-dessorcgao, evidenciada pela reducao
do erro F e a capacidade de captar efeitos de memoria e propriedades nao locais do sistema
— aspectos frequentemente desconsiderados por modelos cldssicos. Esses resultados reforcam a
relevancia do calculo fracionario para a modelagem de interagoes biomoleculares e quimicas nas
quais a dinamica temporal histérica do sistema é determinante.

Dessa forma, este trabalho contribui para o avango da modelagem matematica e experimental
em quimica e engenharia, apresentando o célculo fraciondrio como uma ferramenta versatil,
cuja exploragao futura poderd proporcionar melhorias substanciais em métodos de otimizacao e

modelagem cinética.
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