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RESUMO

No decorrer de minha experi€ncia no magistério, especialmente nas séries do segundo ciclo do
Ensino Fundamental, verifiquei a relevincia de se promover, de forma sistematica, a assimila-
cdo dos conceitos e conteddos basicos da Matemadtica, a fim de possibilitar que os estudantes,
ao longo de sua trajetdria escolar, desenvolvam-se de maneira consistente € em consonancia
com suas necessidades formativas. Por isso que neste trabalho, propde-se o desenvolvimento
de topicos da Teoria dos Numeros, ramo da Matemética dedicado ao estudo das propriedades
dos numeros inteiros, abrangendo conteudos fundamentais como Numeros Primos, Divisibili-
dade, Equacdes Diofantinas, Congruéncias Modulares e o Teorema Chinés dos Restos. Trata-se
de uma drea central da Matematica, tanto por sua relevincia tedrica quanto por suas aplica-
coOes praticas, especialmente no campo da criptografia, elemento essencial a seguranga digital
contemporanea. Destaca-se, ainda, que os dois primeiros conteidos mencionados Nuimeros
Primos e Divisibilidade constituem base fundamental para o desenvolvimento cognitivo nas sé-
ries iniciais do segundo ciclo do Ensino Fundamental e ajudando em todo o desenvolvimento
da Matematica em todos os niveis seguintes. Nesse contexto, busca-se evidenciar conceitos
estruturantes dessa teoria, articulando-os em uma abordagem que culmina na Modelagem Ma-
temadtica, com €nfase na aplicacdo ao sistema criptografico RSA. Considerando o cendrio atual,
marcado pela crescente digitalizacdo, pela validacao eletronica de dados e seguranca de da-
dos, explora-se também o uso do aplicativo Wolfram Alpha como ferramenta computacional de
apoio a resolucdo, verificagdo e representacdo grafica de resultados. Ademais, observa-se, de
modo particular, a contribui¢do do Teorema Chinés dos Restos para a simplifica¢do e otimizagao
de célculos envolvendo congruéncias, favorecendo a eficiéncia dos procedimentos e ampliando
sua acessibilidade didatica a professores e estudantes das séries finais do Ensino Fundamental
e do Ensino Médio.

Palavras-chave: teoria dos ndmeros; teorema chinés do resto; wolfram alpha; modelagem

matematica.



ABSTRACT

Throughout my experience in teaching, especially in the upper elementary grades (second cycle
of Brazilian Ensino Fundamental), I have observed the relevance of systematically promoting
the assimilation of fundamental concepts and contents of Mathematics, in order to enable stu-
dents, throughout their school trajectory, to develop consistently and in accordance with their
formative needs. For this reason, this work proposes the development of topics in Number
Theory, a branch of Mathematics dedicated to the study of the properties of integers, covering
fundamental content such as Prime Numbers, Divisibility, Diophantine Equations, Modular
Congruences, and the Chinese Remainder Theorem. This is a central area of Mathematics,
both for its theoretical relevance and its practical applications, especially in the field of cryp-
tography, an essential element of contemporary digital security. It is also noteworthy that the
first two mentioned contents — Prime Numbers and Divisibility — constitute a fundamental
basis for cognitive development in the early years of the upper elementary grades and aid the
entire development of Mathematics at all subsequent levels. In this context, we seek to high-
light structuring concepts of this theory, articulating them in an approach that culminates in
Mathematical Modeling, with an emphasis on the application to the RSA cryptosystem. Con-
sidering the current scenario, marked by increasing digitalization, electronic data validation,
and data security, we also explore the use of the Wolfram Alpha application as a computational
tool to support solving, verification, and graphical representation of results. Furthermore, we
particularly observe the contribution of the Chinese Remainder Theorem to the simplification
and optimization of calculations involving congruences, favoring the efficiency of procedures
and expanding its didactic accessibility to teachers and students in the final years of elementary
school and high school.

Keywords: number theory; chinese remainder theorem; wolfram alpha; mathematical modeling.
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1 INTRODUCAO

A tematica deste trabalho se relaciona com o Teorema Chinés dos Restos, este teorema
se aplica no caso de determinar um certo nimero de tal forma que na divisdo dele por outros
nimeros ele deixa certos restos desde que esses outros nimeros sejam primos entre si dois
a dois. Esse algoritmo matemadtico € atribuido primeiramente ao matemaético chinés Sun Tzu
Suan Ching , tendo uma de suas primeiras apari¢des no “Manual de Aritmética”, do mestre
Sun. O Teorema Chinés dos Restos teve sua origem em aplicagdes préticas ao longo da historia,
como indicam relatos sobre os generais chineses na antiguidade. Estes lideres militares utili-
zavam métodos criativos para calcular suas perdas apés uma batalha. Uma estratégia comum
envolvia organizar as tropas sobreviventes em formacoes especificas e contar quantas formagdes
completas poderiam ser formadas. Esse método eficiente permitia estimar o niimero de tropas
remanescentes. Por exemplo, se um general quisesse determinar quantos soldados sobrevive-
ram a uma batalha, poderia ordenar que se alinhassem em fileiras com um nimero especifico de
soldados ndo alocados para formacgao completa. Um caso hipotético envolve um general chinés
com 1700 tropas no inicio da batalha. Ao final, ele comandava que se alinhassem de 5 em 5,
resultando em 3 soldados ndo alocados; depois de 6 em 6, gerando 4 soldados nao utilizados; e
por dltimo de 7 em 7, deixando 5 soldados sem formagao completa. A pergunta final era: quan-
tas tropas restaram afinal? Embora nao exista evidéncia definitiva que confirme, é provavel que
problemas semelhantes tenham ocorrido na China antiga ou em outras civilizagdes.

O objetivo deste trabalho é o desenvolver uma sequéncia diddtica que apresente mo-
delagem com Criptografia RSA com o uso do Teorema Chinés dos Restos e um aplicativo
computacional para alunos da Educagdo Bdsica, em especial aos dos anos finais Ciclo Dois do
Ensino Fundamental e Ensino Médio. Visto que, o Teorema Chinés dos Restos esta relacionado
com vérios conteidos mateméticos da BNCC, como por exemplo divisibilidade, multiplicidade,
divisdes com restos, nimeros primos e operagdes com nimeros inteiros.

A BNCC apresenta os contetidos bdsicos a serem trabalhados. Indicando quais s@o as
habilidades e competéncias (gerais e especificas), as habilidades e as aprendizagens essenciais
que todos os alunos devem desenvolver durante cada etapa da educagdo basica — Ensino Fun-
damental, como por exemplo, classificar nimeros naturais em primos e compostos, estabelecer
relagcdes entre nimeros, expressas pelos termos “é multiplo de”, “é divisor de”, “é fator de”, e
estabelecer, por meio de investigagdes, critérios de divisibilidade. A BNCC também determina

que essas competéncias, habilidades e conteidos devem ser os mesmos, independentemente de
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onde as criangas, os adolescentes e os jovens moram ou estudam. A Base ndo deve ser vista
como um curriculo, mas como um conjunto de orientacdes que ird nortear as equipes pedago-
gicas na elaboracdo dos curriculos locais. Esse documento deve ser seguido tanto por escolas
publicas quanto particulares.

As aplicacoes da BNCC ndo devem limitar a s6 uma maneira de apresentacdo com
coeréncia do comeco, meio e fim. Por isso, vejo necessdrio que a escola mostre resolucoes
diferentes e que tenham um mesmo objetivo e que ambas apresentem solucdes corretas de uma
mesma questdo. No livro “Na vida dez e na escola zero” (Carraher; Carraher; Schliemann,
1988), mostram exatamente a discrepancia que acontece com as criangas que conseguem fazer
muitos cdlculos do seu dia-a-dia, vendendo os seus objetos nas feiras livres, mas que ndo os
reproduzem no papel com os algoritmos. Por isso aproveitarmos os conhecimentos que 0s
alunos ja possuem dos seus ambientes de convivio e valorizar os raciocinios dos estudantes
na formalizacdo matemdtica, o que pode tanto facilitar seus entendimentos e auxilid-los na
compreensao da aplicacdo e ainda observarem pontos de vistas diferentes. Assim sendo escolhi
a Teoria dos Numeros com foco principal no Teorema Chinés dos Restos e apresentagdes de
solugdes com um aplicativo computacional para apresentar uma sequéncia didatica sobre uma
modelagem sobre criptografia.

Este trabalho busca dar suporte para os professores e alunos que visam aprimorar seus

estudos e pesquisas posteriores nesse contetdo.

1.1 CONTEXTO HISTORICO DO TEOREMA CHINES DOS RESTOS

O teorema € atribuido primeiramente ao matematico chinés Sun Tzu Suan Ching, tendo
uma de suas primeiras apari¢des no “Manual de aritmética do mestre Sun”,[1] um livro chinés
que data de 287 d.C. a473 d.C. Ele foi desenvolvido simultaneamente por gregos e chineses com
o intuito de resolver alguns problemas relativos a astronomia. Por um pouco sobre a cronologia
seguem alguns personagens em linha do tempo que fizeram trabalhos muito importantes para a
Aritmética:

A afirmacdo mais antiga conhecida do Teorema Chinés dos Restos apresentada como
um problema numérico, aparece no livro do século III, Sunzi Suanjing, escrito pelo matemaético
chinés Sunzi. “Ha certas coisas cujo nimero € desconhecido. Se conté-los por trés, restamos

dois; aos cinco, temos trés sobrando, e aos setes, sobram dois. Quantas coisas existem?” Moder-
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Tabela 1 — Principais estudiosos da Teoria dos Numeros

Matematicos Epoca Legado
Pitdgoras 569 a 500 a.C. Ternas Pitagdricas.
Euclides 350 a.C. Formalizagdo e utilizacdo do algoritmo.
Diofanto 250 d.C. S'olugc”)e.s de. equacdes indeterminadas com coefi-
cientes inteiros.
Sun entre 287d.C 2473 d.C. | Anélise de contagem de restos em divisdes.
Fermat 1661 a 1665 Pequeno Teorema de Fermat.
Euler 1707 a 1783 Teorema de Euler
Gauss 1777 a 1885 Lema de Gauss.
Direchilet 1805 a 1889 Principio das Casas dos Pombos.

Fonte: Do autor(a)

namente para responder a essa pergunta, deve-se resolver o seguinte sistema de congruéncias:

x=2 mod3
x=3 mod5
x=2 mod7

Mas para chegar a esta solucdo hd vérios procedimentos a serem realizados. Por isso que tais
assuntos da forma em que estio aqui sendo tratados neste trabalho de conclusio de curso, devera
servir de apoio para professores e alunos que buscam material suplementares para resolugao de

problemas.



12

2 MODELAGEM MATEMATICA E RECURSO COMPUTACIONAL

A modelagem matemadtica € uma estratégia que visa compreender e explicar fendmenos
do mundo real por meio da construcdo de modelos. Esse processo envolve a identificacdo de
exemplos representativos, a previsao de cendrios e a aplicagdo de calculos e projecdes baseados
em varidveis, aproximando-se da realidade. Embora os modelos nao reproduzam a realidade
de forma fiel, fornecem uma visdo aproximada que possibilita o entendimento de situacdes
complexas, com o objetivo de minimizar prejuizos e maximizar beneficios.

O processo de modelagem consiste em formular hipéteses que permitam uma compre-
ensdo quantitativa de fendmenos reais. Por meio do uso criterioso de dados e da definicdo de
prioridades, a modelagem estimula ideias e experiéncias, engajando o estudante em sua propria
aprendizagem ao demonstrar como a matematica se aplica ao cotidiano.

Na educacdo matemadtica, a modelagem valoriza a capacidade dos alunos de desenvol-
verem, avaliarem e aplicarem modelos matematicos em diferentes contextos. A reflexdo sobre
aspectos da realidade leva a selecao de argumentos essenciais, que sao formalizados em mode-
los matematicos capazes de contemplar as relacdes envolvidas.

O ponto inicial da modelagem € a coleta de dados experimentais, obtidos de fontes
diversas, com destaque para a internet como recurso inicial, complementado por outras fontes a
medida que o modelo € refinado. O refinamento, por sua vez, € o nicleo do processo, exigindo
conhecimento tanto da matemdtica quanto da drea especifica do fendmeno em anélise. Assim,
a modelagem matematica alia teoria e pratica, motivando os estudantes a compreenderem e

transformarem a realidade que os cerca.

2.1 RESOLUCAO DE PROBLEMAS

A resolucdo de problemas distingue-se da aplicacdo de técnicas especificas ao enfatizar
o processo de pensamento, € ndo apenas os resultados.

- Técnica: Refere-se a um procedimento operacional estruturado em passos, aplicado
para alcancar uma meta especifica, como a resoluc@o de exercicios ou a execucdo de calculos
matematicos (ex.: fatoracao de nimeros primos);

- Método: Consiste em um percurso reflexivo e organizado que guia a resolucdo de um

problema, demandando pensamento critico e andlise de possibilidades.
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Na resolucdo de problemas, o conhecimento € tratado como um processo continuo, cons-
truido ao longo da vida. O objetivo principal ndo € a obtencdo imediata de resultados, mas a
qualidade do entendimento desenvolvido por meio de uma postura investigativa e reflexiva.

O ponto de partida € a interpretacdo do enunciado, identificando dados e relagdes. O
professor atua como mediador, incentivando a busca por solucdes, a andlise de hipéteses e
a reflexdo sobre os resultados. Esse processo fomenta a autonomia do aluno, que aprende a
avaliar solucdes e justificar escolhas. Além disso, o erro é valorizado como oportunidade de
aprendizado.

Procedimentos recomendados incluem:
1. Leitura e interpretacdo cuidadosa do enunciado;
2. Estimulo a andlise conjunta entre professores e estudantes;

3. Desenvolvimento de estratégias de resolugdo, andlise de hipéteses e verificagdo de re-

sultados.

2.1.1 Diferenca entre Problemas e Exercicios

A diferenciagdo entre problemas e exercicios € essencial no ensino da matematica:

- Problema: Envolve situagdes abertas, que podem ter varias ou nenhuma solugdo. Visa
engajar o aluno no processo de busca, desenvolvimento de raciocinio e reflexdo sobre possibili-
dades. Os dados geralmente ndo estdo explicitos, demandando investigacdo e levantamento de
informagdes;

- Exercicio: Baseia-se na aplicacdo de conhecimentos prévios, técnicas e formulas ja
aprendidas, com um udnico caminho de resolucdo. O foco estd no procedimento, € ndo na
criacdo de estratégias.

Enquanto os problemas promovem a construc¢io de raciocinio critico, os exercicios re-
forcam habilidades especificas. Ambos sdo importantes, mas devem ser planejados com base

nos objetivos de aprendizagem e no nivel cognitivo dos estudantes.
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2.2 SEQUENCIA DIDATICA

A sequéncia didética é definida como um conjunto ordenado e estruturado de atividades
planejadas para atingir objetivos educacionais. Ela deve ser concebida de forma a promover a
progressao gradual das capacidades dos estudantes, partindo do conhecimento prévio e aumen-
tando a complexidade em etapas.

Para ser eficaz, uma sequéncia didética deve apresentar:

- Conexao entre as atividades e os objetivos propostos;

- Planejamento detalhado e dindmico, alinhado as necessidades dos estudantes;

- Intervengdes pedagdgicas que estimulem o aprendizado ativo e a autonomia dos alunos.

Por meio da sequéncia didatica, o professor conduz o processo de ensino-aprendizagem
de maneira estruturada, ampliando as habilidades dos estudantes e favorecendo a construcao de

conhecimento significativo.
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3 LINGUAGEM WOLFRAM ALPHA

O Wolfram Alpha € chamado de computational knowledge engine (motor de conheci-
mento computacional), pois, em vez de apenas buscar paginas na internet, ele processa dados
e conhecimentos estruturados para gerar respostas computadas. Nao se trata de um buscador
comum de repostas, pois ele faz cdlculos, interpreta dados e gera respostas. A sua utilidade esta

em varios campos como por exemplo:
1. Matematica: resolu¢do de equagdes, integrais, derivadas, estatistica etc.
2. Ciéncias:

(a) Quimica: estruturas moleculares.
(b) Fisica: unidades e féormulas.

(c) Biologia: dados sobre organismos.
3. Engenharia: calculos elétricos, mecanicos e simbdlicos.
4. Financas e economia: andlise de dados e célculos financeiros.
5. Computag@o: manipulagdo de imagens, graficos e programacao.

Os itens acima podem nos indicar o seu uso educacional mo ensino médio, certos con-
ceitos matematicos podem ser mais facilmente compreendidos quando os alunos tém a opor-
tunidade de interagir e manipular conhecimentos com o apoio de tecnologias apropriadas. E
sempre bom lembrarmos que o uso de ferramentas tecnolégicas ndo deve substituir os méto-
dos tradicionais — como célculos feitos com papel e 1dpis —, mas sim se integrar de maneira
equilibrada a outros métodos, incluindo o cédlculo mental. E fundamental que os alunos este-
jam preparados para interagir de forma critica e inteligente com as ferramentas tecnoldgicas
disponiveis.

Com os avangos tecnoldgicos, torna-se cada vez mais necessdrio que os estudantes te-
nham contato e saibam utilizar, de maneira correta e critica, as novas tecnologias que estao
cada vez mais acessiveis no dia a dia. Essas ferramentas oferecem a professores e alunos no-
vas formas de explorar conceitos centrais da matemdtica, especialmente nas dreas de funcoes,

geometria analitica e dlgebra, tanto no ensino médio quanto no universitario.
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3.1 HISTORIA DO WOLFRAM ALPHA

A histéria do Wolfram Alpha esta diretamente ligada ao trabalho do cientista Stephen
Wolfram, que idealizou um motor de conhecimento capaz de calcular respostas a partir de
dados estruturados. Langado em 2009, o Wolfram Alpha se diferencia dos motores de busca
tradicionais, que apenas fornecem listas de paginas da web, ao oferecer respostas calculadas e

detalhadas.

3.1.1 Origem e desenvolvimento

A trajetéria comega com a fundacdo da Wolfram Research por Stephen Wolfram em
1987. A empresa ficou conhecida pelo desenvolvimento do Mathematica, uma plataforma de
computacao técnica amplamente utilizada em universidades e centros de pesquisa. O Wolfram
Alpha foi construido sobre a tecnologia e a linguagem do Mathematica, o que lhe deu a capaci-
dade de realizar cdlculos complexos. A ideia de tornar o conhecimento do mundo computdvel
era uma visdo de longa data de Stephen Wolfram, concretizada com o lancamento do projeto.
Apoés uma transmissdo ao vivo em 15 de maio de 2009, o servigo foi lancado oficialmente em
18 de maio de 2009. O inicio foi marcado por grande trafego, chegando a gerar sobrecargas.
Sua proposta inovadora de fornecer respostas diretas em vez de links fez do Wolfram Alpha um

pioneiro na busca semantica.

3.1.2 Evoluciao e expansoes

* 2012: Langamento do Wolfram Alpha Pro, versdo paga com recursos adicionais, como

solugdes passo a passo, upload de arquivos e personalizacdo de graficos.

* 2014: Apresentagdo da Wolfram Language, linguagem de programagdo que sustenta o

Mathematica e o Wolfram Alpha, tornando-se disponivel para um publico mais amplo.

3.1.3 Utilizacdo e impacto

Desde entdo, o Wolfram Alpha tem sido amplamente utilizado por estudantes, profissio-

nais e pesquisadores em dreas como matematica, fisica, engenharia e estatistica, além de explo-
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racao de dados computacionais. Ele compila dados de diversas fontes académicas e comerciais,
como o The World Factbook (CIA) e a Dow Jones, e utiliza processamento de linguagem natu-
ral (PLN) para compreender consultas dos usudrios. A partir delas, aplica uma vasta biblioteca

de algoritmos para gerar respostas detalhadas, incluindo fatos, graficos e visualizagdes.
3.2 TELAS DE USO

No navegador do seu computador, digitamos https://www.wolframalpha.com/ e obtemos
a tela principal do Wolfram Alpha que estd a seguir. Vale também lembrar que dependendo do

navegador que usarmos podemos traduzir a pagina.

Figura 1 — Tela Principal

FROM THE MAKERS OF WOLFRAM LANGUAGE AND MATHEMATICA

& WolframAlpha

‘ lEmer what you want to calculate or know about a

% NATURAL LANGUAGE | | ff MATH INPUT B EXTENDED KEYBOARD iii EXAMPLES # UPLOAD 4 RANDOM

Compute expert-level answers using Wolfram’s breakthrough algorithms, knowledgebase and Al technology

Mathematics Science & Technology » Society & Culture Everyday Life:
g% Step-by-Step Solutions &é Units & Measures g/; People (—Q\ Personal Health
g “\ . — .
&E& Elementary Math g Physics @ Arts & Media ‘ "] Personal Finance
2 e i ) )
x2-1 Algebra ‘,h\'—.'!: Chemistry 18 | Dates & Times w Surprises
7.'4 Plotting & Graphics @?‘?} Engineering },}'Q‘T"pcl;:1 Words & Linguistics \ﬁa ror Entertainment
gal 3}
A hd e
‘[ni\:-fi: Calculus & Analysis A Computational Sciences q Money & Finance "D.:ﬁ Household Science

A primeira pagina do site Wolfram Alpha € extensa. Tem mais informagdes rolando a
pagina para baixo, como podemos ver na proxima figura:

Observamos topicos de vdrios assuntos. Olhando a coluna da Mathematics (Tradugdo:
Matematica) na cor roxa, onde € a primeira coluna de conteidos, temos a tltima op¢cdo chamada
More Topics (Tradugdo: Mais Tépicos). Quando clicamos em More Topics, aparece a tela com
varios conteudos de Matematica. Esta pagina é muito extensa. Por isso ela foi dividida em

quatro telas na sequéncia.



Figura 2 — Tela complementar da primeira pigina

= _d* Geometry
2

y"(x) Differential Equations

ﬁﬂ | Statistics

m karth Sciences ' Food & Nutntion

i
@ Materials ﬁ Political Geography

“ Transportation m History
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Household Math

More Topics »

More Topics » More Topics »

Made possible by the Wolfram Language—building on 35+ years of research & development »

¥ woliramlalpha

Matural Language
Understanding

=0

=
= Knowledge +* Computation

urated Data & > Dynamic Algorithmic

.~~~ Computed Visual
whll computation

Pro | Mobile Apps | Products | Business | API & Developer Selutions | LLM Solutions

Resources & Tools | About | Contact | Connect [[] E lin]

©2025 Wolfram | Terms | Privacy

ﬁWOLFRAM wolfram.com | Wolfram Language | Mathematica | Wolfram Demonstrations | Wolfram for Education | MathWorld

Figura 3 — Parte Dois da Tela de Matematica

Geometry »

Compute the properties of geometric objects of
various kinds in 2, 3 or higher dimensions. Explore and
apply ideas from many subfields of geometry.

Compute properties of a geometric figure:

annulus, inner radius=2, outer radius=5 =

Plot a conic section and identify its type:

262 3wy 4y*2 + 6x- 3y -4=0 =

Compute properties of a polyhedron:

dodecahedron =

Numbers »

Work with various kinds of numbers. Check for
membership in larger sets, such as the rationals or the
transcendental numbers. Convert between bases.

Compute a decimal approximation to a specified
number of digits:

pi to 1000 digits =

Convert a decimal number to another base:

219 to binary =

Differential Equations »

Solve differential equations of any order. Examine
solutions and plots of the solution families. Specify
initial conditions to find exact solutions.

Solve a linear ordinary differential equation:

yiHy=0 =

Specify initial values:

¥ +y=0,y(0)=2, y'(0)=1 =

Solve a nonlinear equation:

Plt)=flt)"2+1 =

Trigonometry »

Perform trigonometric calculations and explore
properties of trigonometric functions and identities.

Compute values of trigonometric functions:

sinpi/s) =

Solve a trigonometric equation:

sinx+cosx=1

More examples

Plotting & Graphics »

Visualize functions, equations and inequalities. Do so
in 1,2 or 3 dimensions. Make polar and parametric
plots.

Plot a function:

plotx"3- 6x"2 + 4x+ 12 =

Plot a region satisfying multiple inequalities:

plot x*2+y"2<1 and y=x =

Linear Algebra »

Explore and compute properties of vectors, matrices
and vector spaces.

Compute properties of a vector:

wvector <3, -4= =

Calculate properties of a matrix:

{16, -7h {0, 31} =

Determine whether a set of vectors is linearly
independent:

Are (2,-1) and (4, 2) linearly independent? =

More examples



19

Figura 4 — Parte Trés da Tela de Matematica

Number Theory »

Analyze integers; subsets of the integers, including the Discrete Mathematics » Complex AHGIYSIS ;
prime numbers; and related ideas. Explore sequences and recurrences, solve common Analyze functions and expressions containing
Compute a prime factorization: problems in combinatorics and compute properties of imaginary numbers or complex variables.
raphs and lattices.
factor 70560 = Erep Compute properties of a function of a complex
Compute a possible formula and continuation for a variable (use the variable 2):
Solve a Diophantine equation: sequence: otz
solve 3x+4y=5 over the integers = 5,14,23,32,41, ... =

Compute the residue of a function at a point:

Analyze a graph specified by adjacency rules: residue of 1/(z2+4)3 at 23
1-22,2-%3, 3-21, 3-4, 4->1 =
More examples

Solve a recurrence:

i . f(n)=Ffln-1)+f(n-2), f{1]}=1, f(2)=2 =
Applied Mathematics »

Perform numerical analysis and optimization of i )
systems and objects, including packing and covering Mathematical Functions >

f objects and control systems.
Of objects and control systems Examine the properties of mathematical functions,

Minimize or maximize a function: such as continuity, surjectivity and parity. Utilize
maximize x(1-x)e’x _ . notable special functions or number theoretic
- Logic & Set Theory » functions.
Numerically integrate functions that cannot be Evaluate Boolean logic expressions and expressions Do computations with special functions:
integrated symbolically: involving sets and set operators. Solve Boolean dfdx Sibn2
integrate sin{cos x) from x=0 to 1 - equations. Compute truth tables. Generate Venn
diagrams.

Do computations with number theoretic functions:

Compute a truth table: phi(110)

P&&(Q|R) =



Figura 5 — Parte Quatro da Tela de Matematica

Mathematical Definitions »

Make queries about various definitions and
descriptions in mathematics.

Find information about a math concept:

tangram =

Get a brief definition:

basic definition of prime number =

Statistics »

Compute properties of datasets, perform statistical
inference or model data. Work with probability
distributions and random variables.

Calculate basic descriptive statistics for a data set:

{25, 35,10,17, 29, 14,21, 31} =

Find the sample size needed to estimate a binomial
parameter:

sample size for binomial parameter =

Nessa secdo Mathematics, clicando

tela:

VLUIILSI IS O LS ST0UL L UL ) -

More examples

Famous Math Problems »

Gather information about famous problems,
conjectures, theorems and paradoxes. Learn about
them and their formulators.

Getinformation about a mathematical conjecture:

Riemann Hypothesis =

Get historical information about a theorem:

Fermat's little theorem =

ore examples

Probability »

Compute the probabilities of certain events occurring.
Compute Joint, disjoint or conditional probabilities
and apply them to real-world situations.

Compute the probability of a union of events:

probability of the union of three events =

Compute coin-toss probabilities:

32 coin tosses =

20

More examples

Continued Fractions »

Compute; learn about algerithms, definitions and
theorems involving; or find properties of continued
fractions.

Find the continued fraction representation of a
number:

continued fraction pi =

Find definitions of continued fraction terminology:

whatis a regular continued fraction =

Find continued fraction papers by author:

continued fraction papers by Stern =

More examples

Common Core Math »

Get information about math Commean Core Standards
for kindergarten through eighth grade.

Evaluate an expression
(CCsSs.Math.Content.6.EE.A.2C):

if x =4, what is 3x + 507 =

Perform multiple operations with rational numbers

L T T N

no recurso Number Theory, apresenta a seguinte
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Figura 6 — Parte Um de Teoria dos Niimeros

All Examples>  Mathematics»

Examples for

Number Theory

Number theory is a branch of mathematics dealing with whole numbers and their properties. Prime numbers, divisors and Diophantine equations, among
others, are important related concepts. Applications of modern number theory are numerous, including topics that range from elliptic-curve cryptography

to musi

Prime Numbers » Divisors »
GO FURTHER
Primes are the building blocks of the naturals. Test if a number divides another, compute a number's
Compute prime factorizations, find nth primes or divisors or find the greatest common divisor for a set — Step-by-Step Solutions for Discrete
make lists of primes. of numbers. /7 Mathematics
Compute a prime factorization: Compute the divisors of an integer:
factor TO560 = divisors 3600 =
RELATED EXAMPLES
Specify a prime by its position in the sequence 2, 3, 5, Compute a greatest common divisor:
god 24, 36, 48, 60 = ®  Algebraic Numbers
1,000,000th prime =

B Discrete Mathematics
More examples

Figura 7 — Parte Dois de Teoria dos Numeros

= Number Theoretic Functicns

Digit Sums
Convert numbers between bases and compute the

sum of their digits.

Sum the digits of an integer:

Diophantine Equations Special Numbers »

_ . add up the digits of 2567345 =
Solve equations with one or many unknowns, Work with notable integers and classes of integers,
considering only integer solutions. Compute the digit sum in another base: such as the polygonal numbers and the binomial
i i ion: coefficients.
Solve a Diophantine equation: sum of digits of 20225 in base 2 =
solve 3x+4y=5 over the integers = Compute a polygonal number:
5th hexagonal number =

Continued Fractions > Determine whether a number belongs to a given class:

Number Type Arithmetic »

Compute the finite or infinite continued fraction Does the set of perfect numbers contain 187 =
Find the most specific number type that encompasses representations of numbers and functions.
all possible outputs from an expression involvin : f i terias
P P P & Find the continued fraction representation of a Find numbers matching specified criteria:
general number types.
number: 20 greatest triangular numbers < 500 =
Determine parity: continued fraction sqrt(2) =
1+ (even number * odd number) = Generate Pascal's triangle:
Find continued fraction representations of a function: 7 rows of Pascal’s triangle =
Determine sign: continued fraction tan x =

negative number * 40 =

Determine number type:

integer / integer =

integer + integer =

Desvendando a potencialidade do Wolfram Alpha, podemos navegar ainda mais na drea.
Agora, dentro do Number Theory, exatamente no assunto Diophantine Equations, clicando no

comando solve 3x +4y =5 over the integers:
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Figura 8 — Parte Um do Comando Solve em Equacgdes Diofantinas

FROM THE MAKERS OF WOLFRAM LANGUAGE AND MATHEMATICA

¥ WolframAlpha

solve 3x+4y=5 over the integers (=)

& NATURAL LANGUAGE | ff5 MATH INPUT BB EXTENDED KEYBOARD :if EXAMPLES 4 UPLOAD 3¢ RANDOM

e

Input interpretation

solve 3x+4y="5 over the integers
Result
x=-4n-1and y=3n+2 and ne £

£ iz the set of integers

Figura 9 — Parte Dois do Comando Solve em Equag¢des Diofantinas

Examples of integer solutions
y=5and x=-5

y=8 and x=-9

y=11 and x=-13

¥, Download Page POWERED BY THE WOLFRAM LANGUAGE

—_

Related Queries:
=d/dy((3x+4y)-5)

d/dx ((3x+4y)-5)
integral ((3 x + 4 y) - 5) dx

series of ((3x+4y)-5) wrty
series of (3x+4y)-5) wrtx

@ H tion about using Wolfram|Alpha?
¢ ave a question a. out using Wolfram|Alpha Give us your feedback »
Contact Pro Premium Expert Support »
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4 CONCEITOS BASICOS DE TEORIA DOS NUMEROS

A Teoria dos Numeros € o ramo fascinante da Matematica em que estudamos os ndmeros
inteiros, na qual nos deparamos com raciocinios elegantes e aplica¢des surpreendentes. Alguns
dos assuntos sao nossos conhecidos de longa data, pois trataremos das operagdes de adi¢do e
multiplicacdo e resolug¢des de problemas com o uso de equacdes. Esses conceitos sdo a base para
estudos mais avancados em matematica e t€ém aplicacdes em diversas dreas, como criptografia,
computacdo e andlise de dados e como sistemas de seguranga, como RSA. Poderiamos ainda

destacar que nela tratamos dos conceitos como divisibilidade, congruéncias e suas aplicagoes.

4.1 DIVISIBILIDADE

Dados dois ntimeros inteiros a e b diremos que a divide b, escrevendo a|b, quando existir

q € Z tal que b = ga. Neste caso a € divisor ou fator de b ou ainda, que b é um mdltiplo de a ou
que b é divisivel por a. A notagdo a 1 b significa a ndo divide b, ou seja, diremos que ndo existe

g tal que b = aq.

Proposicao 1 (Propriedades da Divisibilidade). Quaisquer que sejam os inteiros a,b,c e d,

tem-se:
i) Entdo ala e a| —a;
ii) Seall entdoa=1oua=—1;

iii) Se a|b e c|d entdo ac|bd;

iv) Se alb e b|c entdo a|c;

v) Sea|b e bla entdo a = +b ou a = —b;

vi) Se alb com b diferente de zero entdo, |a| < |b

vii) Se a|b e a|c entdo para quaisquer q, q; inteiros temos a|bq) + cq.
Demonstragcdo. Seguem as demonstracdes das propriedades:

i) Sabendo que existe as igualdades: a =al e —a = —al = —1(al) =a((—1)1) =a(-1),

entdo podemos admitir que, ala e a| — a.



ii)

iii)

V)

vi)

vii)
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Se a|1 entdo existe q inteiro tal que 1 = aq. Como a, ¢ sdo inteiros resulta que: a =1¢e

g=1loua=—-1eqg=—1.Porisso, vemosquea=1oua=—1.

Se a|b e c|d entdo existem x e y inteiros, tais que: b = ax e d = cy. Por isso, bd =

(ax)(cy) = ac(xy), ou seja, ac|bd.

Se al|b e b|c entdo existem inteiros x e y tais que: b = ax e ¢ = by. E ainda temos que

¢ = (ax)y = a(xy) na qual xy, também ¢é inteiro. Por isso vemos que a|c.

Se a|b e b|a entdo existem inteiros, x e y tais que: b = ax e a = by entdo a = (ax)y = a(xy)
na qual xy também ¢é inteiro. Por isso, vemos que ala e xy =1, ouseja,x=1ey=1, ou

x=—ley=—1.Logoa=+boua=—b.

Se alb com b diferente de zero entdo existe g inteiro tal que b = aq. Aplicando o médulo
nos dois membros da igualdade: |b| = |a||g| . Como b é diferente de zero entdo g é
diferente de zero. Podemos analisar também que 1 < |g|. Multiplicando por médulo de

a que é positivo obtemos |a| < |al|g| = |b| entdo |a| < |b|.

Se a|b e a|c entdo existem x, y inteiros tais que b = ax e ¢ = ay. Multiplicando cada
uma das equacdes acima por g e por g3, respectivamente. E depois, somando as equa-
¢des membro a membro teremos: bq; + cqr, = (ax)q) + (ay)g> = a(xq1 + yq2). Entéo

provamos que a|bq; + cq».

Vamos treinar os comandos do Wolfram Alpha em um exemplo de divisibilidade.

Exemplo 2. Observamos se o nimero 1729 € divisivel por 13. Na barra de comando da tela

principal do Wolfram Alpha, escrevemos em inglés Is 1729 divisible by 13 como abaixo:

Figura 10 — Tela de acesso sobre divisibilidade. Verificagdo se o 13 € divisor do 1729

FROM THE MAKERS OF WOLFRAM LANGUAGE AND MATHEMATICA

P& Wolfram

Is 1729 divisible by 13? =1

£ NATURAL LANGUAGE | [fa MATH INPUT ## EXTENDED KEYBOARD i EXAMPLES 4 UPLOAD 3% RANDOM

Apertando a tecla Enter do teclado ou clicando no botdao do simbolo de igualdade da

barra de comando, temos um relatério sobre essa questdo:
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Figura 11 — Resultados: Tela de acesso sobre divisibilidade

Input
1729 divisible by 137
Result | [« Step-by-step solution \

1729 i« divisible by 13

Quotient and

remainder Show details [ v Step-by-step solution J

1729 =133 « 13+ 0

Divisors of 1729 | '« Step-by-step solution \

1 7 13 19 91 133 247 1729 li

Multiples of 13 Maore

13 | 26 | 39 | 52 | 65 | 78 | 91 104 | 117 | 130

Prime factorizations

1729 =7+13 %19
13 i

&, Download Page POWERED BY THE WOLFRAM LANGUAGE

Observamos que o Wolfram Alpha nos responde que 1729 € divisivel por 13 e ainda
temos varias andlises como: todos os divisores do 1729, a fatorac@o por primos de 1729, até a

afirmacao de que o 13 é um nimero primo.
Exemplo 3. Mostre que 37! — 4 nao é divisivel por 3.
Solugao:

Na expressao 371 _ 4, escrevemos esse inteiro de outra forma, temos:

3N _3_1=

330 —1)—1

Sabemos que 3 divide 3(37° — 1), mas 3 nio divide —1. Por isso, 3 ndo divide 37! —4
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Mostraremos agora, com um exemplo, uma utilidade do conceito de divisibilidade.
Exemplo 4. Se a|b e a|c mostre que a?|bc.

Solugdo:

Se a|b e a|c entdo existem x e y inteiros tais que:

b=ax e c=ay.

Multiplicando as expressdes acima membro a membro, temos:
be = ax(ay) = a*(xy) entio da?|bc.

Exemplo 5. Admitindo que a é um inteiro {mpar, mostre que 24|a (a*> —1).

Solugdo:

Admitindo que a é impar, entdo sabendo que:
a(@—1) = ala—1)(a+1)

Verificamos que: a —1 e a+ 1 serdo pares e um dos dois multiplo de 4 e ainda que
um deles é multiplo de 3, pois sdo trés inteiros consecutivos. Mas sabendo que: 24 =2-3 -4,

concluimos que 24|a (a* — 1) qualquer que seja o valor de a.
Exemplo 6. Admitindo que a, b sejam fmpares, mostre que 8|a” — b?.

Solugdo:
Admitindo que a, b sejam impares, entdo existem n, m inteiros, tais que a =2n+1 e

b =2m+ 1. Logo temos que:

a?—b> = 4n’+4n+1—4m?>—4m—1
= 4(n2—m2+n—m)

= 4[(n2—m2)—|—(n—m)}.

Precisamos agora analisar os casos possiveis tomando ¢ = (n> —m?) e d = (n —m):
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i) Se n, m forem pares, entdo c, d serdo pares, ou seja, da forma ¢ = 2x e d = 2y, x,y sao

inteiros. E ainda,

a* —b?

= 4[c+d]
— 4P2x+2y]

= 8[x+yl.

Provamos que 8|a* — b.

2

i1) Se n, m forem impares, entdo ¢ = n~ — m?, d = n— m serdo pares, segue o caso anterior.

1) Se n for par e m for impar, ou vice-versa, ¢, d serdo ambos impares, ou seja, ¢ = 2f + 1

ed =2u+ 1, para u,t inteiros:

4[(n*—m*)+(n—m)] = 4[(2t+1)+Qu+1)]
= 4[(2t+2u+2)]

= 8(t+u+l).

Provamos que 8|a* — b
Exemplo 7. se n é fmpar entio n> — 1 é miltiplo de 8.

Solugdo:
Se n é impar entao n =2k — 1,k € Z.

Por isso:

n=02k—1"—1 = 4k>—4k+1—-1

= 4P —dk=4-k (k—1).

Mas por hipétese & € inteiro, logo k ou k — 1 é par. Porisso 8|4 -k- (k—1).
4.1.1 Critérios de Divisibilidade

A ideia € estabelecer regras que permitam determinar se um dado nimero inteiro, €

ou ndo divisivel por um outro nimero inteiro n, a um custo menor do que efetuar a divisdo.
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Comecamos representando cada nimero na base 10, da seguinte forma:
a=a,10"+a,_110" "+ +a; 10" +a910°
Divisibilidade por 2: Um ndmero inteiro n € divisivel por 2 quando o seu tltimo algarismo é

par.

Divisibilidade por 3: Um nudmero inteiro n € divisivel por 3 se, e somente se, a soma de seus

algarismos for um ndmero divisivel por 3.

Divisibilidade por 4: Um nudmero inteiro n € divisivel por 4 se, e somente se, quando os dois

ultimos algarismos da direita formam um niimero que € divisivel por 4.

Divisibilidade por 5: Um nimero inteiro n é divisivel por 5 quando o tdltimo algarismo for 0

ou 5.

Divisibilidade por 8: Um nimero inteiro n € divisivel por 8 se, e somente se, os trés tltimos

algarismos da direita formam um nimero divisivel por 8.

Divisibilidade por 9: Um nimero inteiro n € divisivel por 9 se, e somente se, a soma de seus

algarismos for um numero divisivel por 9.

As demonstracdes destas propriedades e algumas aplicacdes, podemos encontrar em
varios textos como por exemplo: Iniciacdo a Aritmética (Hefez, 2015) e Aritmética (Hefez,

2014).

4.2 NUMEROS PRIMOS

Os niimeros primos sdo numeros relativamente simples, mas especiais pois desempe-
nham um papel importantissimo dentro da Teoria dos Nimeros. Por exemplo, na estrutura

multiplicativa dos inteiros, eles sdo suficientes para gerar todos os inteiros.

Definicao 8. Dizemos que um nimero inteiro n maior do que 1 € primo quando n possui so-
mente dois divisores positivos n € 1. Se o nimero n ndo € primo, dizemos que o numero €

composto.

Vamos colocar aqui dois resultados essenciais
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Proposicao 9. Todo niimero par maior do que 2 é composto.

Demonstracdo. Seja k um nimero par e maior do que 2. Entdo ele é da forma k = 2x, sendo
que x € inteiro e maior do que 1. Logo, o niimero k é composto, pois ele possui pelo menos trés

divisores. [
Proposicao 10. Existem infinitos niimeros primos.

Demonstracdo. Vamos supor por absurdo que a quantidade de primos € finita. Seja a o produto
de todos os primos. Entdo o nimero a+ 1 nao € primo, pois ele € maior do que qualquer primo,
ou seja, ele € composto. Sem perda de generalidade, podemos dizer que um certo nimero primo
q € divisor de a+ 1. Mas esse primo g também € divisor de a. Entdo ¢ € divisor de 1. Mas
isso é um absurdo. Por isso, supor que existe uma quantidade finita de primos é absurdo. Logo,

concluimos que existem infinitos primos. 0

Dentro da teoria dos Numeros temos muitos resultados importantissimos. Mas um deles

€ o Teorema Fundamental da Aritmética, que podemos enuncié-lo assim.

Teorema 4.1 (Teorema Fundamental da Aritmética). Todo niimero natural maior do que 1 ou
€ primo ou se escreve de modo tinico (a menos da ordem dos fatores) como um produto de

nimeros primos.

A demonstragdo deste teorema e de suas algumas aplicagdes, podemos encontrar em
vérios textos como por exemplo: Aritmética (Hefez, 2014).

Usando o Wolfram Alpha, podemos verificar se um niimero € primo e ainda saber quais
detalhes sobre ele. Podemos supor a questdo: o 19 é primo? Escrevendo em inglés 19 is prime

temos a resposta positiva conforme se segue.

Figura 12 — Verificag@o se o nimero 19 € primo

FROM THE MAKERS OF WOLFRAM LANGUAGE AND MATHEMATICA

Wolfram

19 s prime

I8 MATH INPUT

19 4 prime number?
esuit

19 i¢ 2 prime number

Quando escrevemos apenas o nimero 19 na barra de comando, o sistema faz um imenso

relatério de todas as propriedades do nimero, por exemplo:



Figura 13 — Algumas propriedades do nimero

Prime factorization Step-by-step solution

19 is a prime number.

Residues modulo small integers

Property

19 has the unigue representation 19 = 1% + 3% + 3% as 2 sum of 3 squares.
17 and 19 form a twin prime pair.

19 is the BY prime number.

19 is an odd nuniber.

19 is the exponent of the Mersenne prime 524287 = 2 - 1,

The ring of integers of the field @\~ 19 ) has unique factorization
Quadratic residues modulo 19

0,1,4,5,6,7,9 11,16, 17

Primitive roots modulo 19

2,3,10,13,14,15

Character code 19

4.3 MAXIMO DIVISOR COMUM
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Dados a e b nimeros inteiros distintos ou nao, (a ou b diferente de zero). Um nimero

d ¢é dito um divisor comum de a e de b se d|a e d|b, ou seja, existem x e y tais que, a = xd e

b=yd.

Definicao 11. Um niimero d maior do que 0 é chamado de Maximo Divisor Comum de a e de

b quando:

1) d € um divisor comum de a e de b.

i1) d é divisivel por todo divisor comum de a e de b

Observacao 12. A condicao (ii)) acima ainda pode ser enunciada assim: dado ¢ um divisor co-

mum de a e de b, entdo temos c|d. O que estd acima dito, Mdximo Divisor Comum chamaremos

de mdc.

Temos encontrado alunos no ensino fundamental que aprendem mais de um meio de

calcular o mdc. Por isso, vamos ilustrar quatro maneiras distintas de calcular o mdc entre dois

nimeros. Nos proporciona opg¢des diferentes de cdlculos e, com isso, podemos escolher um

método que nos deixe mais confortdvel na resolugdo.

Exemplo 13. Determine o mdc(1496,728).

Primeira Solu¢do: Para determinarmos o mdc entre os dois, precisaremos determinar todos os

divisores de cada um deles. E isto fazemos por obter todos os seus fatores. Por isso procedemos,
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1496 | 2 728 | 2
748 | 2 34| 2
374 | 2 182 | 2
187 | 11 91 | 7
17 | 17 13 |13

1 1

Depois de determinar os fatores primos, precisamos de usar 0s que sejam comuns, assim:
mdc(1496,728) =222 =38

Segunda Solu¢do: Com esta préxima maneira sé usamos os que sejam divisores comuns e por
i1sso concluimos que:

1496 | 728 | 2
748 | 364 | 2
374 1182 | 2
187 | 91

Concluimos que mdc(1496,728) = 2.2.2 = 8. Outras duas solu¢des estdo mais a frente

no tdpico sobre o Algoritmo de Euclides.

Digitando mdc(1496,728) na barra de comando do Wolfram Alpha:

Figura 14 — mdc(1496,728): barra de comando

FROM THE MAKERS OF WOLFRAM LANGUAGE AND MATHEMATICA

2% Wolfram

- mdc(1496,728) =1

£k NATURAL LANGUAGE = [fa MATH INPUT @@ EXTENDED KEYBOARD 3! EXAMPLES 4 UPLOAD 34 RANDOM

Obtemos a resposta que segue:
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Figura 15 — mdc(1496,728): resposta

ged (1496, 728)

1496 = 2° < 11 % 17
728 = 2%« 7x13

& Download Page POWERED BY THE WOLFRAM LANGUAGE

Agora veremos um lema muito usado na Teoria dos Nimeros que utiliza o mdc de dois

nimeros e seus respectivos divisores.

Lema 14. Sejam a e b niimeros naturais ndo ambos nulos e seja d = mdc(a,b). Considerando

a = xd e b =yd entdo mdc(x,y) = 1.

Demonstragdo. Se o mdc(x,y) =d’' > 1 de modo que x =d'd’ e y =b'd’, obtemos a = (d'd')d
e b= (b'd')d. Logo d'd seria um fator comum de a e de b. Mas d’d > d, concluimos uma

contradic@o, pois o d’d ndo pode ser divisor comum de a e de b e maior do que o mdc(a,b). [

Agora vamos verificar as solu¢des de dois exemplos de questdes de vestibulares que

usam o maximo divisor comum em suas solugdes.

Exemplo 15 (Mackenzie-SP). Um painel decorativo retangular, com dimensdes 2,31 m e 92,4
cm, foi dividido em um nimero minimo de quadrados de lados paralelos aos lados do painel e

areas iguais. Esse nimero de quadrados é:

a)10 b)8 )16 d)14 e)12

Solucdo: Podemos converter as medidas 2,31 m e 92,4 cm para uma medida comum, como
milimetros e ainda para nimeros naturais. Assim usaremos 2310 mm e 924 mm para repetir a
estratégia do exemplo 25.

mdc(2310,924)
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2310 | 924 | 2

1155 | 462 | 3

385 | 154 | 7
55 22 |11
5 2

mdc(2310,924) = 462 mm = 46,2 cm = 0,462 m

2,31 92.4
—O,,462 = 5 quadrados no comprimento e m = 2 quadrados na largura

O total de quadrados serd: 5 x 2 = 10 quadrados.

Exemplo 16 (UFPE 1* FASE 2001). Uma escola devera distribuir um total de 1260 bolas de
gude amarelas e 9072 bolas de gude verdes entre alguns de seus alunos. Cada aluno contem-
plado receberd o mesmo nimero de bolas amarelas e o mesmo ndmero de bolas verdes. Se a
escola possui 300 alunos e o maior ndmero possivel de alunos da escola deveré ser contemplado,

qual o total de bolas que cada aluno contemplado receberd?

Solugdo: Se desejamos que o maior nimero possivel de alunos dentre os 300 da escola sejam
contemplados, desejamos entdo determinar o méximo divisor comum de 1260 e 9072, represen-
tando o maior divisor das bolas amarelas e das bolas verdes. Assim podemos dizer que teremos
essa quantidade de alunos contemplados.

mdc(1260,9072) =?

1260 | 9072 | 2
630 | 4536 | 2
315 | 2268 | 3
105 | 756 |3

35 252 |7
5 36

mdc(1260,9072) =2-2-3-3.7 =252 é o nimero maximo de alunos contemplados.

1260

Cada aluno contemplado recebera: — 5 bolas amarelas e — 36 bolas verdes,

ou seja, um total de 41 bolas para cada um dos 252 alunos contemplados.
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4.4 DIVISAO EUCLIDIANA

Nos anos iniciais do Ensino Fundamental aprendemos na Matemdtica Elementar que,
considerando um nimero D, chamado de dividendo, e um ndmero d, diferente de zero, chamado
de divisor, entdo existe um ndmero g quociente, e existe um nimero r resto, que satisfazem a
igualdade D = dq +r. Por exemplo, suponha que uma torta tenha 9 fatias e elas sejam divididas
igualmente entre 4 pessoas. Usando a divisdo euclidiana, 9 dividido por 4 é 2 com o resto 1. Em
outras palavras, cada pessoa recebe 2 fatias de torta, e sobra 1 fatia. Associamos as informagdes

nasletras D =9,d =4,qg=2er=1,pois 9 =4.2+1.

Teorema 4.2 (Teorema da Divisdao Euclidiana). Dados dois niimeros naturais D e d, sendo d
diferente de zero, sempre existem e sdo unicos os nimeros naturais q e r tais que D =dq+r e

0<r<d.
Exemplo abaixo € para ambientar com a expressao da divisdo euclidiana.

Exemplo 17. Dados a, b inteiros de modo que a —b =184, a=bg+r, g = 16 e r = 4, quais
sdo os valores de a, b?
Solugdo:

Se a—b =184, entdo a = 184 4 b. Mas temos que a = bg+r, por isso 184 +b =bg+r,

e pelas hipéteses:

184+b = b.16+4
184—-4 = 16b—b

b = 12

Deste modo, obtemos:

a=184+b=184+12 =196

Neste exemplo observamos que sendo a = 196 e b = 12 os tnicos possiveis valores para g e r
sdo, respectivamente, 16 e 4.

[lustraremos abaixo algumas divisdes euclidianas.

Exemplo 18. Observamos todos os elementos (numerador, divisor, quociente, e resto) nas di-

visoes abaixo:
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a) 47=3-15+2
b) 49=20-2+9
¢) 106=7-15+1
d) —13=(-3)-4-1
e) —13=3-(-4)—1

Podemos ilustrar o item a acima no Wolfram Alpha da seguinte forma: digitando na

barra de comando do Wolfram Alpha, 47/3 quocient and remainder:

Figura 16 — Quociente e resto de 47 por 3: comando

FROM THE MAKERS OF WOLFRAM LANGUAGE AND MATHEMATICA

& WolframAlpha

47/3 quotient and remainder =]

™ e
# NATURAL LANGUAGE I[a MATH INPUT f# EXTENDED KEYBOARD :if EXAMPLES 4 UPLOAD 3% RANDOM

Conseguimos o resultado esperado conforme o item a anterior.
Figura 17 — Quociente e resto de 47 por 3: resposta

Input interpretation

. ) 47

quotient and remainder r
Result Show details | [+ Step-by-step solution |
47 =15 =« 3+ 2
Number line

L]
12 14 16 18 20
F. Download Page POWERED BY THE WOLFRAM LANGUAGE

Exemplo 19. Quantos sdo os multiplos de 5 entre 1 e 4577

Primeira solugao:
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Pela divisdo euclidiana, conseguimos 457 = 5-91 4 2. Ou seja, o maior multiplo de 5
serd 0 91 -5 e omenor o 1-5. Logo, os multiplos desejados serdo: 1-5,2-5,3-5,...,91-5; ou

seja, sdo 91 multiplos de 5.

Segunda solugdo:
De 1 a 457, o menor e o maior multiplo de 5 sdo, respectivamente, 5 e 455 (pelo critério
da divisibilidade por 5). Entdo, sabendo que temos n quantidade de multiplos de 5, podemos

escrever 455 =5+ (n—1) - 5. Logo, desenvolvemos da seguinte forma:

455—-5 = 5n-5
450+5 = 5n

455 = 5n

Concluindo que temos n = 91 multiplos de 5.
Um exemplo similar, mas com uma peculiaridade que nos inspira cuidados, é o que esta

em sequéncia.
Exemplo 20. Quantos mdltiplos de 7 existem entre 123 e 25517

Primeira solugao:

Pela divisdo euclidiana, temos:

2551 =7-364+3 e 123=7-17+4

Entdo os multiplos de 7 neste intervalo serdo: 18-7,19-7,20-7,...,364-7; ou seja, 364 — 17 =

347 nimeros.

Segunda solugdo:

De forma andloga, repetiremos o raciocinio acima:

2551 =7-364+4+3 e 123=7-17+4
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entdo o menor e o maior mdultiplo de 7 serdo, respectivamente, 18 -7 = 126 e 364 - 7 = 2548.

Considerando n a quantidade de multiplos de 7 temos:

2548 = 126+ (n—1)-7
2422 = Tn—7

2429 = Tn

Entdo concluimos que n = 347 niimeros.

Exemplo 21. Prove que:
a) se n nao € multiplo de 2 e de 3 entdo n?—1¢ multiplo de 24;
b) para todo n € Z, 4 ndo divide n?+2.

Solugdo:

a) Sejan nao € divisivel por 2 ou por 3. Dividindo n por 6, n = 6k +r, r ndo pode pertencer
ao conjunto {0,2,3,4}. Ou seja, n tem que ser da forma: 6k + 1 ou 6k + 5, para k € Z.

Por isso n% — 1 sera:

i) (6k-+1)%—1=36k>+ 12k = 12k(3k+1).
Se k ¢ par entdo, para x inteiro, 12k(3k+1) = 12-2x(3k+ 1) = 24x(3k+1), ou
seja, 24|n> — 1.
Se k é impar entdo, para x inteiro, 12k(3k+1) =12- 2x+ 1)[3(2x+ 1)+ 1] =
12(2x+1)(6x44) = 12-2(2x+ 1) (3x+2) =24(2x+1)(3x+2), ou seja, 24|n> —
1.

ii) (6k+5)2—1 =36k>+60k+24 = 12k(3k+5) +24.
Se k for par 12k = 12 - 2x para x € Z, assim 24x(3k + 5) + 24 é divisivel por 24.

Se k for fmpar, 3k + 5 serd par. Por isso, (6k 4 5)% — 1 é reescrito da forma
12k(3k +5) +24 = 12k - 2x + 24, para x € Z. Logo 12k(3k+5) 4 24 ¢ divisivel
por 24.

b) Se n é impar, n = 2k+ 1 e k € Z. Reescrevemos n? +2 da forma:

(2k+1)*+2 =4+ 4k +3 =4(k* +k)+3
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Consequentemente temos que 4|4 (k> 4 k) mas 4 1 3. Logo 4 ndo divide n® +2.

Se n é par, n = 2k e k € Z. Temos a igualdade, n> 42 = 2(2k> +1). Mas 2k* + 1 é impar,

por isso observamos que 2(2k” + 1) nio é divisivel por 4.

4.5 ALGORITMO DE EUCLIDES

O Algoritmo de Euclides € um método eficiente e antigo para calcular o maximo divisor
comum (MDC) entre dois numeros inteiros. Ele se baseia em divisdes sucessivas, em que 0o
resto da divisdo anterior se torna o novo divisor, até que o resto seja zero. Criado pelo mate-
matico grego Euclides por volta de 300 a.C., o algoritmo ainda € amplamente utilizado pela sua
simplicidade e eficiéncia com diversas aplica¢cdes na matematica e na computacao.

Para demonstrar esse algoritmo precisaremos do seguinte lema.

Lema 22. Dados a, b e c inteiros, se existir mdc(a,b — ca) entdo
mdc(a,b) =mdc(a,b— ca)

Demonstragdo. Seja d = mdc(a,b — ca), entdo concluimos que, d|a e por isso d| — ca. Entdo
d|b. Suponha que n seja um divisor comum de a e de b. Logo o n divide 0 a € 0 b — ca. Como
por hipétese d = mdc(a,b — ca), entdo, n divide d. Deste modo, concluimos que d é o maior

divisor comum de a € b. L]

Vamos aplicar esse lema no exemplo que segue.
Exemplo 23. Determine o mdc(10,6).

Solugdo:

mdc(10,6) = mdc(10—6,6) = mdc(4,6)
= mdc(4,6 —4) =mdc(4,2) =mdc(4—2,2)

= mdc(2,2) =mdc(2—-2,2) = mdc(0,2) =2

Podemos escrever o Algoritmo de Euclides de forma construtiva da seguinte forma:
dados a e b naturais, podemos supor que b seja menor ou igual aa. Se b=1,oub =a, ou b
um divisor de a, entdo teremos que mdc(a,b) = b. Supondo que 1 < b < a e que b ndo divida

a, podemos escrever: a = bgj +r1. O que nos remete a duas possibilidades:
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i) se ry divide b e pelo Lema 22, ry = mdc(b,r1) = mdc(a,b) e o algoritmo termina.

ii) se rq ndo divide b, podemos efetuar a divisdo de b por ry e obtemos: b = ryq, + r, sendo

que 0 <rp <ry.
O que nos remete a duas novas possibilidades:

i) se rp divide r| e pelo Lema 22, r, = mdc(ry,ry) = mdc(ry,b) = mdc(a,b) e o algoritmo

termina.

ii) se rp ndo divide ry, podemos efetuar a divisdo de r; por r, e obtemos: r; = ryg3 + r3,

sendo que 0 < r3 < ry.

Prosseguindo com as divisdes enquanto for possivel obtemos b > r; >y >r3 > ... > 1y, €
considerando o Principio da Boa Ordenagéo, teremos r, = mdc(a,b).

Podemos montar uma tabela com trés linhas e varias colunas de modo que os quocientes
ficam na primeira linha. Na segunda linha comegamos com o dividendo a esquerda do divisor.
Nesta primeira divisdo obtemos o primeiro quociente que fica em cima do divisor b e o resto r|
embaixo do dividendo a exatamente na terceira linha. Este resto ry se torna o segundo divisor,
a direita do primeiro divisor que agora é o dividendo. Prosseguindo efetuando as divisoes,
enquanto possivel, chegamos no dltimo resto que € igual a zero e o dltimo divisor, na segunda

linha que é o méximo divisor comum mdc(a,b) = ry,.

q1 | 492 | 93 | 94 | . | 4n | 4n+l
al b |r|rn|r|.|rm rn
rolrm|ryrg | oo 0

As resolucgdes dos exemplos que se seguem mostram a sua utilidade.
Exemplo 24. Determine o mdc entre 372 e 162.
Solucdo: Usando o Algoritmo de Euclides obtemos:

2 302|112
372 1 162 | 48 | 18 | 12 | 6
48 | 18 [ 12| 6 | O
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mdc(372,162) =6

O procedimento do exemplo (24) acima pode ser escrito assim:

6 = 18—12-1
12 = 48—-18-2
I8 = 162—-48-3

48 = 372-162-2

O que podemos substituir linhas e:

6=18—12.1 = 18— (48—18-2)-1
= 18-3-48-1
= (162—48-3)-3-48-1
= 162-3—-48-10
= 162-3—(372—-162-2)-10

= 162-23-372-10

mdc(372,162) = 6.

Exemplo 25. Um pedaco de tecido retangular possui dimensdes 105 cm por 65 cm. Eu desejo
cortd-lo em pedagos quadrados iguais e de modo que os seus lados tenham o maior tamanho

possivel. Qual deve ser o tamanho dos lados desses quadrados? Quantos serdo esses quadrados?

Solucao:

Nesta questdo desejamos encontrar um quadrado que possua o maior lado possivel. Para
isso, a medida desse lado precisa ser um divisor comum de 105 e de 65. Como queremos o
maior lado, precisamos calcular o0 méximo divisor comum. Usando o Algoritmo de Euclides,

obtemos:

10516540 | 25|15 105
40 |25 1510 5 | O

mdc(105,65) =5

1
% =21 partese 65—5 =13 partes
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Cada quadrado possuird os lados medindo 5 cm. Serdo 21 x 13 = 273 quadrados.

Agora, temos mais teoria para explicar a continuagdo do exemplo 13:

Exemplo 26. Terceira Solucdo: Voltando a atencdo ao 13 e utilizando as divisdes sucessivas do

Algoritmo de Euclides, obtemos:

1496 = 728-2+440
728 =40-18+8

40=8-5+0

Quando o resto da zero acaba o algoritmo. Entdo o mdc € o tltimo resto niao nulo, ou

seja: mdc(1496,728) =8

Quarta solug@o: Pelo método de Euclides

2 |18 |5
1496 | 728 | 40 | 8
40 8 | 0

mdc(1496,728) = 8

4.6 TEOREMA DE BEZOUT

Um teorema muito importante que veremos agora é o Teorema de Bézout que ¢ um
resultado fundamental em teoria dos nimeros. Neste trabalho focaremos a sua utilidade no
Algoritmo de Euclides para calcular o MDC de dois niimeros inteiros. O que nos permite
determinar se uma equacao do tipo ax + by = ¢, tem solu¢des x e y inteiras, com base nas

relacoes de divisibilidades entre o mdc(a,b) e c.

Teorema 4.3 (Teorema de Bézout). Dados inteiros a e b, ndo ambos nulos, existem inteiros x e

y tais que ax+ by = mdc(a,b)

Demonstragdo. Consideremos o conjunto de todos os nimeros positivos da forma as + bt, em
que s e t podem variar ao longo dos inteiros. E 6bvio que esse conjunto contém alguns elemen-
tos, mesmo que a e b sejam negativos, porque se pusermos s = a e t = b temos que a” + b é

um nimero positivo e por isso pertence a esse conjunto.
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Obviamente mdc(a,b) divide todos os elementos desse conjunto, pela propriedade (vii)
da divisibilidade. Seja d o menor dos nimeros as + bt. Entao, dividindo a por d encontramos g
er, taisque a=qgd +r. Mas r <d = as' + bt' e r = a— qd é da forma as + bt, por isso o resto
r tem que ser zero (porque d é o menor elemento do conjunto). Assim sendo d|a. Da mesma

forma se prova que d|b. Se houvesse algum nimero ¢ maior do que d e tal que, c|a e c|b, entdo

c|d, o que entra em contradi¢éio com ¢ > d. Assim d é mesmo mdc(a,b) e portanto mdc(a,b)

pode ser escrito como as’ + bt’. O

Vamos ilustrar algumas aplicacdes do Teorema de Bézout, e propriedades da Divisibili-

dade. Aproveitamos também para praticar o software Wolfram Alpha.

Exemplo 27 (Colégio Naval). Qual é o menor valor positivo de k de tal forma que:

2160x + 1680y = k ?

Solucdo. Para que a equacao ter solu¢do o maximo divisor comum de 2160 e 1680 deve dividir

o inteiro k. Entdo calculando o mdc(2160,1680) obtemos:

2160 | 2
— 1680 | 2

1080 | 2 —

840 | 2
540 | 2

420 | 2
270 | 2

210 | 2
135 | 3

105 | 3
45 |3

35 |5
15 |3

7 7
5 5

1
1

2160 =2%.33.5 ¢ 1680=2%.3.5.7

mdc(2160,1680) =2*.3.5=16-3-5 = 240
Mas 2160x 4 1680x = 240(9x) +240(7y) = 240(9x+ 7y)
Pelo Teorema de Bézout, o menor valor positivo de k € mdc(2160,1680) = 240.

Exemplo 28 (PUCMG/07). Um depésito com 3,6m de altura, 4,8m de largura e 7,2m de com-

primento foi planejado para armazenar caixas cubicas, todas de mesmo tamanho, sem que hou-
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vesse perda de espaco. Pode-se estimar que o menor nimero de caixas cubicas necessdrias para

encher completamente esse depdsito é:

Solugdo:

As dimensdes da caixa: 3,6 m; 4,8 m e 7,2 m podem ser convertidas para 36 dm, 48
dm e 72 dm, que sdo medidas com a mesma unidade e com nimeros inteiros, sendo que o foco
deste trabalho s@o as operacdes com nimeros inteiros.

Para que se tenha o menor nimero de caixas cuibicas, essas devem ser do maior tamanho
possivel. O que nos direciona a determinar o maximo divisor comum entre as dimensdes do
depdsito.

O mdc(36,48,72) =?. Podemos também verificar quais nimeros primos sdo multiplos

comuns dos trés e:

Tabela 2 — Célculo do mdc com trés ou mais nimeros

36 48 |72 |2

18 |24 |36 |2
9 |12 18 |3
31416

mdc(36,48,72) =2-2-3=12dm=12m
. 3,6 . 4.8 . , .
Entao teremos: 12 — 3 caixas na altura, 12 = 4 caixas na largura, 12 — 6 caixas no
comprimento, ou seja, 3-4 -6 = 72 caixas cubicas de 1,2m de lado.

Nesta sequéncia de contetido, temos trés outros resultados que sdo de muita utilidade

dentro da Teoria dos Numeros.

Corolario 29. Dois niimeros inteiros a e b sdo primos entre si se, e somente se, existem nimeros

inteiros m e n tais que am—+bn = 1.

Demonstragcdo. Se a e b sdo primos entre si, entdo, por defini¢do, mdc(a,b) = 1.

Logo, pelo Teorema de Bézout, existem m e n inteiros tais que am +bn = 1.

Suponha que existem nimeros inteiros m e n tais que am+bn = 1, e sejad = mdc(a,b).
Entdo, por defini¢do de mdc, d|a e d|b. Pela propriedade (vii) da divisibilidade, d|(am+ bn). O

que implica que d|1 e d = 1. Portanto, mdc(a,b) = 1. Logo a e b sdo primos entre si. O
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Tendo analisado a operacao divisibilidade e seus critérios veremos agora um resultado
de extrema utilidade na teoria dos Numeros para analisarmos as composicdes dos nimeros em

geral.
Lema 30 (Lema de Gauss). Se a e b sdo inteiros tais que mdc(a,b) = 1. Se a|bc entdo a|c.

Demonstragdo. Pelo Teorema de Bézout, existem m, n inteiros tais que,

am+bn =1 (1
Multiplicando a equacdo 1 por ¢ temos que:

clam+bn)=c e cam+ nbc = c.
Sabemos que a|am e, por hipétese, a|bc. Portanto a divide qualquer combinagéo linear de am e

bc. Ou seja a divide ¢(am) +n(bc) e por isso a|c. O

A partir da veracidade do lema de Gauss observamos na sequéncia um outro resultado

também muito importante.
Lema 31 (Lema de Euclides). Sejam a, b, c inteiros e ¢ é primo. Se a|bc entdo alc ou alb.

Demonstragcdo. Por hipétese albc, se alc esta feito. Por outro lado, se o a ndo divide o ¢, como

¢ é primo, entdo mdc(a,c) = 1. Pelo Lema de Gauss, entdo alb. O

Para chegarmos a analisar e utilizar o Teorema Chinés dos Restos, precisaremos de dois
outros resultados que trabalham lado a lado e possuem importancia fundamental. Apresentarei-

os na secdo 4.7.

4.7 PEQUENO TEOREMA DE FERMAT E CONGRUENCIA

O Pequeno Teorema de Fermat trata-se de um resultado importante na teoria dos nime-
ros, o resultado tem boas aplicacdes nas resolucdes de problemas mateméticos. Trabalhando

junto com a congruéncia, ele ajuda a resolvermos equacoes lineares de congruéncia.

Teorema 4.4 (Pequeno Teorema de Fermat). Dado um niimero p primo, tem-se que p divide o

niimero a’ —a,¥ a € 7.
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Desse teorema dito pequeno, mas de grande importancia decorre o resultado prioritario

que Se segue.

Corolario 32. Sejam p um niimero primo e a um niimero natural ndo divisivel por p, entdo p

divide aP~! —1.

Usaremos esses resultados nas solugdes de exemplos e que nos ajudardo na préxima

secdo, em que observaremos formas distintas de resolu¢des das mesmas questoes.

Definicao 33 (Congruéncia). Seja m inteiro maior do que 1. Diremos que dois ndmeros a,b € Z
sdao congruentes modulo m se a e b possuem o mesmo resto quando divididos por m. Este fato
simbolizaremos por: a = b (mod m); e lemos assim, a é congruente a b médulo m.

Quando a e b ndo sdo congruentes modulo m, escrevemos: a # b (mod m); e lemos

assim, a nao € congruente a b médulo m.
Faremos alguns exemplos bésicos da defini¢ao.
Exemplo 34. a) 15=8 (mod7) pois 15=7-2+1e8=7-1+1.
b) 32=27 (mod 5) pois 32=5-6+2e27=5-5+2.
¢) 31 #29 (mod 3) pois 31 =3-10+1e¢29=2-9+2.

As congruéncias sdo ferramentas fundamentais na Teoria dos Numeros e podem resolver
e simplificar vérias operacdes e problemas. Elas t€ém uma série de propriedades que facilitam a
manipulacdo e a resolucdo de equagdes modulares. Inclusive uma das propriedades envolve o

mmec. Vamos relembrar:

Definicao 35. Um ndmero m maior do que 0 € chamado de Minimo Multiplo Comum de a e de

b quando:
i) m é um multiplo comum de a e de b.
ii) m € o menor multiplo comum de a e de b
Seguem algumas propriedades chaves e em seguida resolveremos algumas aplicacoes.

Corolario 36. Dados r niimero natural e a,b,c,d,m,n € 7 sdo vdlidas as seguintes proprieda-

des:

i) a=a (mod m).
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ii) Se a=b (mod m) entdo b = a (mod m).
iii) Se a=b (mod m) e b = ¢ (mod m) entdo a = ¢ (mod m).
iv) Sea=b (mod m) e c =d (mod m) entdo a+c = b+d (mod m).
v) Se a=Db (mod m) e c =d (mod m) entdo ac = bd (mod m).
vi) Se a=b (mod m) e n|m entdo a = b (mod n).
vii) a=b (mod m;), Vi=1,2,...,r se, e somente, se a=b (mod mmc(my ...m,)).
viii) Se a = b (mod m) entdo a” = b" (mod m)

As demonstracdes destas propriedades e algumas aplicacdes, podemos encontrar em
varios textos como por exemplo: Iniciacdo a Aritmética (Hefez, 2015) e Aritmética (Hefez,

2014).
Proposicao 37. Dados a, b inteiros e a = b (mod m) se, e somente se, m divide a — b.

Demonstracdo. Dividindo a e b por m teremos x, y, r € s tais que:

a=mx+r e b=my+s

de modo que, 0 <r <me 0 <s < m. Por isso podemos escrever:
a—b=mx+r—(my+s)=m(x—y)+(r—s).

Sem perda de generalidade podemos supor que s < r e por isso: 0 < r —s < m. Por definicdo
de congruéncia, a e b sdo congruentes modulo m quando divididos por m t€ém o mesmo resto

r =s, se, e somente se, que m divide a — b. O

Agora vejamos alguns modos de utilizarmos as propriedades de congruéncia e esta pro-

posicao nas solugdes de problemas.

Exemplo 38. Determine os restos das divisdes de 22* por:

a)s b)7 o)1l d)17

Solugao:

Lembramos que o numero 5 € primo, esse fato ajuda resolver o item a).
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a)
2* = 1 (mod5)

Usando a propriedade oito das congruéncias obtemos:

24" = (1)° (mod 5)
2% = 1 (mod5)

224

portanto o resto da divisdo de 2" por 5 € 1.

Digitando na barra de comando do sistema Wolfram Alpha, 2°* (mod 5):

Figura 18 — O resto da divisdo de 2 elevado a 24 médulo 5: comando

FROM THE MAKERS OF WOLFRAM LANGUAGE AND MATHEMATICA

P& WolframAlpha

: 2824(mod5) =)

m e
# NATURAL LANGUAGE Iia MATH INPUT f EXTENDED KEYBOARD iii EXAMPLES 4 UPLOAD 3% RANDOM

Obtemos como resposta a seguinte tela.
Figura 19 — O resto da divisdo de 2 elevado a 24 mddulo 5: resposta

Input

2* mod 5
Result
1

Number line

0.7 0.8 0.4 1.0 1.1 1.2 1.3

Number name

one

As proximas divisdes sdo semelhantes quanto as suas resolugdes.



b)

26 = 1 (mod7)

—~
[\®)]
(@)}
~—
Il

1 (mod 7)

(1)* (mod 7)

Portanto o resto da divisdo de 22* por 7 é 1.

21 = 1 (mod 11)

219" = 12 (mod 11)

219" = 1 (mod 11)

48

Usando as propriedades um e cinco das congruéncias, podemos multiplicar a congruén-

cia por um nimero:

(219% x 24 = 1x2% (mod 11)

(219% % 2% = 16 (mod 11)

mas 16 =11 x1+4+5

(29 = 5 (mod 11)

portanto o resto da divisdo de

224

por 11 € 5.
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d) Nao usaremos o coroldrio, mas observamos que 244+ 1=16+1 entio:

2% = —1 (mod 17)
24° = (=1)° (mod 17)
24° = 1 (mod17)

224

portanto o resto da divisdo de 2" por 17 é igual a 1.

Exemplo 39. Mostre que 42|a’ — a.

Primeira solugao.
Usaremos o Pequeno Teorema de Fermat e propriedades da congruéncia para mostrar
essa divisibilidade. Primeiro fatoramos o0 42 da seguinte forma 42 =2-3-7. Assim, percebemos

a presencga de trés primos diferentes na fatoracdo. Analisaremos a congruéncia em cada primo.
i) pelo Pequeno Teorema de Fermat concluimos que: a’ = a (mod 7).

ii) comecamos com a propriedade reflexiva da congruéncia, e logo em seguida, o Pequeno

Teorema de Fermat:

2

a = (a°)"a(mod 3)

@ = a(mod3)

usando a propriedade transitiva, chegamos na congruéncia desejada:

a = (a)’a(mod3)
a = & (mod3)
a = a(mod3)

111) utilizando um raciocinio similar ao do item anterior, obtemos o que desejamos provar.

Q
Il

7 = (¢*)a (mod2)
@®> = a(mod?2)

a = a(mod?2)
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Pelas afirmagdes: (i)) a’ = a (mod 7); (ii)) a’ = a (mod 3) e (iii)) a’ = a (mod 2)

podemos verificar pela sétima propriedade de congruéncias que, a’ = a (mod 7 x 3 x 2), ou

seja, a’ =a (mod 42) e por isso, a’ —a =0 (mod 7 x 3 x 2), significando 42|a’ — a.

Segunda solugdo.
Faremos a mesma estratégia anterior, isto é, analisando cada fator primo do 42. Pelo
Pequeno Teorema de Fermat podemos concluir que: a’ = a (mod 7).

Fatorando a’ — a obtemos:

a—a = a(a®—1)
= a(@+1)(@®—1)

= ala+1)(d®—a+1)(a—1)(d*+a+1)

Os fatores (a— 1), a e (a+ 1) s@o trés nimeros consecutivos. Por isso tanto o 2 como o 3 sdo
fatores do seu produto.

Portanto a’ — a é divisivel por 7, por 3 e por 2, considerando a sétima propriedade das

congruéncias, concluimos que a’

—a é divisivel por 42.
Exemplo 40. Determine o resto da divisdo:

a) de 2% por 7.

b) de 3%3%6 por 13.

Solugao:

a) Podemos escrever o 257 da forma 257 =42 x 6+ 5.

Entao

7257 _ 42x6+5 _ (26)42 %25

Pelo Coroléario do Pequeno Teorema de Fermat temos que:

\]
(@)}
Il

1 (mod 7)
29" = 1*2 (mod 7)

(29 = 1 (mod7)
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por isso (26)42 x 2% =1x23 (mod 7).

Continuamos com a congruéncia

)42

(29" x 25 =32 (mod 7),

2257

e 32 =7 x 444, logo o resto da divisdo de por 7 é 4.

b) Dividindo 23456 por 12 teremos que:
23456 = 12 x 1954 +8

Sendo N o nimero congruente ao resto desejado.

N 323436 (mod 13)

N = (3')!1%% % 3% (mod 13)

Vamos analizar cada parte do nimero (312)193% x 33, e usando o Corolario do Pequeno Teorema
de Fermat:
312 = 1 (mod 13),
32)"* = 1 (mod 13)

Logo N = 1 x 3% (mod 13), fazendo essa conta temos que N = 6561 (mod 13). Divi-
dindo 6561 por 13, obtemos 6561 = 13 x 504 +9. Por isso N =9 (mod 13), entdo o resto da
divisdo de 323436 por 13 é 9.

Digitando na barra de comando do Wolfram Alpha, 323456 (mod13):

Figura 20 — O resto de uma divisdo: comando

FROM THE MAKERS OF WOLFRAM LANGUAGE AND MATHEMATICA

& Wolfram

: 3423456 (mod13) =]

£ NATURAL LANGUAGE = [§a MATH INPUT @8 EXTENDED KEYBOARD i) EXAMPLES 4 UPLOAD 3@ RANDOM



Obtemos a seguinte resposta.

Figura 21 — O resto de uma divisdo: resposta

223456 mod 13

Visual representation

ntegers congruent to 9 mod 13 Mare

22, 35,48, 61, 74, 87, 100, 113, 126, 139,

Exemplo 41. Prove que 20! — 1 é divisivel por 11.

Solugao.

Para que isto acontega, devemos deixar resto zero na divisd@o por onze. Sabemos que

mdc(20,11) = 1 e que o nimero 20 deixa resto 9 na divisdo por 11.

20 9 (mod 11)
2015 915 (mod 11)
2015 = (319’ (mod 11)

Podemos concluir pelo Coroldrio do Pequeno Teorema de Fermat que: 3'° = 1 (mod 11), por

1SS0:

2015

2015

(1)* (mod 11)

1 (mod 11)

Portanto 20! — 1 ¢ divisivel por 11.

Digitando na barra de comando do Wolfram Alpha, 20”15 (mod11):
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Figura 22 — Congruéncia 20"15 (mod11): comando
FROM THE MAKERS OF WOLFRAM LANGUAGE AND MATHEMATICA

& WolframAlpha

20*5 (mod11) (=]

>

y i3 T
%k NATURAL LANGUAGE | [fa MATH INPUT f# EXTENDED KEYBOARD 33! EXAMPLES # UPLOAD 22 RANDOM

Obtemos a seguinte resposta.

Figura 23 — Congruéncia 20°15 (mod11): resposta

Input

20" mod 11

Result

Number line

0.7 0.8 0.9 1.0 I.1 1.:

b
—
e

Number name

one

O que nos mostra que 20°15 — 1 € multiplo de 11.

Exemplo 42 (OBM 2008). Mostre que existem infinitos inteiros positivos tais que
n|(5"2-1)

Solugao.
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Aproveitando a infinitude dos nimeros primos e com o uso do Coroldrio do Pequeno

Teorema de Fermat, consideramos n = 2p, com p primo, a divisdo abaixo € equivalente:

5721 521 (5r1)P o

n 2p 2p

Analisando essa equivaléncia por médulo p primo:

572 = 52772 (mod p),

52 = (57"") (mod p),

5”—2

1 (mod p)

concluimos que qualquer primo p divide 5”2 — 1. Agora, tomando p maior do que 2, sabemos
que mdc(2,p) = 1. Implicando que mmc(2,p) = 2p = n, segue que n divide 5*~2 — 1, pela
propriedade (vii)).

Agora analisaremos uma importante propriedade da aritmética modular que nos ajuda a

fazer simplificacdes mas com uma condig¢ao especifica.

Lema 43 (Lei do Corte). Sejam a, b, ¢ e m inteiros comm > 1. Se a-c¢ =b-c (mod m) e se

mdc(c,m) = 1, entdo a = b (mod m).

A demonstracdo e mais aplicagdes desse resultado podemos verificar nos Videos 44 e
47 do programa PIC da OBMEP com o Prof. Fibio Henrique e no livro Aritmética do autor
Abramo Hefez da Colecdo PROFMAT.

Exemplo 44. Simplifique a congruéncia:
34 =4 (mod 5)

Solucgao.
Podemos simplificar o 34 e o 4 por 2, obtendo respectivamente 17 e 2 nos resultados,

pois mdc(2,5) = 1. Entdo, podemos escrever que a 34 =4 (mod 5) é igual a 17 =2 (mod 5)

Exemplo 45. (OBM(2003)) Seja n = 9867. Se vocé calculasse n3 — n?, vocé encontraria um

ndmero cujo algarismo das unidades é:

a)0 b)2 c)4 d)6 e)8
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Solu¢ao
Para determinarmos o digito das unidades de um nimero, devemos fazer a andlise da

congruéncia desse ntimero modulo 10. Entdo escrevemos:

9867

7 (mod 10),

9867> = 77 (mod 10),

e como 72 = 49 = 9 (mod 10),

98672 = 9 (mod 10) ()

Agora, vamos desenvolver a parte do nimero ao cubo.

9867%-9867 = 9-7 (mod 10),

9867° = 63 (mod 10)

e como 63 =3 (mod 10)

9867° = 3 (mod 10) 3)

Fazendo a subtracio 3 com 2 obtemos:

9867° —9867° = 3—9 (mod 10),

9867° —9867° = —6 (mod 10)

e como —6 =4 (mod 10), concluimos

9867° —9867° = 4 (mod10)

O algarismo das unidades € o0 4 e a resposta correta € a letra c.
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Exemplo 46. (OBMEP(2009)) Jodo mora em Salvador e seus pais em Recife. Para matar
a saudade, ele telefona para seus pais a cada trés dias. O primeiro telefonema foi feito no
domingo, o segundo telefonema na quarta-feira, o terceiro telefonema no sédbado, e assim por

diante. Em qual dia da semana Joao telefonou para seus pais pela centésima vez?

Solugdo:
Listando os dias em que aconteceram as primeiras chamadas, escrevemos:
Primeira chamada: domingo
Segunda chamada: quarta feira
Terceira chamada: sdbado
Quarta chamada: terca feira
Quinta chamada: sexta feira
Sexta chamada: segunda feira
Sétima chamada: quinta feira
Oitava chamada: domingo
Nona chamada: quarta feira
Podemos também observar que a cada sete dias a sequéncia se repete. Por isso em

termos de modulo 7 temos:

10 = 3 (mod?7),
10> = 3% (mod 7),

100

2 (mod 7)

Assim, o centésimo telefonema sera realizado no mesmo dia da semana que o segundo

telefonema, isto €, em uma quarta feira.

Exemplo 47. (OBM(2003b)) Considere a sequéncia oscilante: 1,2, 3,4,5,4,3,2,1,2,3,4,5,
4,3,2,1,2,3,4,... 02003° termo desta sequéncia é:

a)l b)2 c)3 d)4 e)5

Solu¢do
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Podemos observar que a sequéncia € infinita e o bloco 1, 2, 3, 4, 5, 4, 3, 2 € formado por
8 termos. Depois comega a repeti¢ao do bloco.
Para determinar o termo que esta na posicao 2003, devemos encontrar o resto da divisao

de 2003 por 8, isto €, o nimero que é congruente a 2003 médulo 8. Podemos analisar que:

10 = 2 (mod8),

10> = 22 (mod 8)
Usando a propriedade de multiplicagdes de congruéncias,

100-10 = 4-2 (mod 8),
1000-2 = 0-2 (mod 8),

2000 = 0 (mod 8)
Mas sabemos que 3 = 3 (mod 8). Por isso, segue que:

2000+ 3

0+ 3 (mod 8),

2003 = 3 (mod 8)

Ou seja, o termo de ordem 2003 da sequéncia serd igual ao terceiro termo, ou ainda o niimero

3. Portanto a resposta correta € o item c.

Exemplo 48. (OBM(2000)) Se os niimeros naturais sdo colocados em colunas, como se mostra

abaixo:
A|/B  C/ D E|F|G|H]|I
1 2 4 5
9 8 7 6
10 11 12 13 14
18 17 16 15
19 20 21

Qual coluna aparecera o nimero 2000?

a)F b) B c)C d)D e)l

Solugdo
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Escrevendo a sequéncia em ordem numérica crescente de inteiros de 1 a 9, observamos

que as letras correspondentes aos nimeros ficardo na seguinte ordem A,C,E,G,I,H,F,D,B.

A|C|E|G|IT|H|F D|B
112314 ]5]6/|7]8

Podemos observar que a sequéncia se repete a cada 9 termos. Entdo precisamos determinar a

congruéncia de 2000 médulo 9.

10 = 1(mod9),
100 = 1° (mod9),

1000 = 1 (mod9)

Multiplicando esta congruéncia por 2, obtemos

2-1000 = 2-1(mod?9),

2000 = 2 (mod?9)

Portanto, o 2000 estard na mesma coluna do nimero 2 e a resposta correta € o item ¢, ou seja,

coluna da letra C da tabela.

Exemplo 49. (OBMEP(2005)) Distribuimos os niimeros inteiros positivos em uma tabela com

cinco colunas, conforme o seguinte padrao:
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213
4 | 516
71819110

16
17 | 18
19 120 | 21

22 12324 |25
26 |27 |28 | 29 | 30
31
32 |33

Continuando a preencher a tabela desta maneira, qual serd a coluna ocupada pelo niimero 2005?
a) coluna A b) coluna B ¢) coluna C d) coluna D e) coluna E

Soluc¢do

Por observar e interpretar a tabela, constatamos que a cada 15 termos a tabela se repete,
segundo a sequéncia que € formada pelas letras: A,A,B,A,B,C,A,B,C,D,A,B,C,D,E, nesta
ordem.

Para determinarmos a coluna que serd ocupada pelo nimero 2005, deveremos calcular
o niimero que é congruente a 2005 médulo 15. Comegamos com dois fatos 10 = 10 (mod 15)

e 20 =5 (mod 15), multiplicamos as duas congruéncias:

200 = 50 (mod 15),

200 = 5 (mod 15)



60

Multiplicando a congruéncia anterior por 10 e usando o fato que 50 =5 (mod 15), entdo:

2000 = 5 (mod 15),

2000+5

5+5 (mod 15),

2005 = 10 (mod 15)

Portanto a coluna ocupada pelo 2005 serd a mesma ocupada pelo nimero 10, isto é, a coluna D.

Entdo a resposta correta € o item d.
4.8 EQUACOES DIOFANTINAS LINEARES

As equagdes diofantinas sdo equacdes polinomiais nas quais, geralmente se busca so-
mente solugdes inteiras. Elas aparecem frequentemente em problemas de teoria dos nimeros.

A palavra diofantina se refere ao matematico helenistico do século III, Diofanto de Ale-
xandria, o qual estudou tais equagdes e foi um dos primeiros mateméticos a introduzir o uso
de simbolos na dlgebra. O estudo matematico de problemas diofantinos propostos por Diofanto
agora € chamado de andlise diofantina.

Consta que na ldpide de seu timulo foi escrito:

Aqui jaz Diofanto. Maravilhosa habilidade. Pela arte da dlgebra a ldpide nos diz
sua idade: Deus deu um sexto da vida como infante, um duodécimo mais como jo-
vem, de barba abundante; e ainda uma sétima parte antes do casamento; em cinco
anos nasce-lhe o rebento. Lastima! O filho do mestre e sabio do mundo se vai. Mor-
reu quando atingiu metade da idade final do pai. Quatro anos a mais de estudos

consolam-no do pesar; para entdo, deixando a terra, também ele alivio encontrar.

Dai podemos representar como uma equacao algébrica e descobrirmos sua idade:

SEELENL R
6 1277 y T

Definicao 50. Uma equacdo € dita diofantina se € uma equacao do tipo: ax+ by = ¢; na qual 4,

b e ¢ sao inteiros.

Neste texto, analisaremos condi¢Oes para que as equagdes tenham solucdes inteiras. Em

situacdes mais especificas, tenham solugdes naturais.
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Teorema 4.5. Dada a equacdo diofantina ax + by = ¢, ela tem solugdo inteira, isto é, existem

inteiros x e y satisfazendo a equacdo se, e somente se, mdc(a,b)|c.

Demonstracdo. Suponha que d = mdc(a,b)|c. Pelo teorema de Bézout, existem u, v inteiros tal

que

au—+bv=d 4)

Como o numero d divide o ¢, entdo ¢ = dg, para um certo g inteiro. Multiplicando a equacgado
(4) por g:
aug+bvg = dgqg
a(ug)+b(bg) = dg=c
Considerando x = uq e y = bq, achamos uma solucao inteira para a equagdo ax + by = c.

Supomos que a equagdo diofantina tem uma solugdo inteira. Seja d = mdc(a,b). Con-

sideramos a = dr, b = ds, e a equacdo ax+ by = c:
drx+dsy =d(rx+sy) =c.

Por isso d|c, como querfamos demonstrar. O]

Quando as equacgdes diofantinas satisfazem o teorema anterior, elas t€ém infinitas so-
lucdes. Mas essas solugdes sdo dependentes de solucdo inicial. Isso € mostrado no teorema

seguinte, mais ainda nos ajuda a encontrar uma solucao especifica.
Teorema 4.6. Suponha que xy e yo componham a solugdo inicial da equagdo diofantina ax +

by = c entdo todas as outras solugoes inteiras tem a forma:

a
-t

b
X=X+ of e y=Yo— o

d

sendo que t € 7. e d = mdc(a,b).

Demonstragdo. Se xg e yp € um par ordenado da solu¢ao e tomando outro par ordenado x € y;

solucdo da equacao ax + by = c entdo:

axo+byyg = c = ax; + by
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Por isso:

axop—axy = by;—byg
a(xo—x1) = by1—yo)
Denotando d = mdc(a,b) entdo existem r,s € Z tais que a = rd e b = sd, isto é,
e 5=
d
Substituindo, temos rd (xo —x1) = sd(y; — yo), ou seja,

r(xo —x1) = s(y1 —yo) (5)

Observamos que r divide s(y; — yo). Mas como mdc(r,s) = 1 entdo r divide (y; —yp). Entdo

existe ¢ € Z tal que

Yo—yr = 1t
—y1 = —Yo+rt
yi = yo—1t

Substituindo yy — y; = rt na equagdo (5), obtemos que x| — xg = st, €
X1 =X+ St.

Resumimos no sistema:
X1 = Xxo-+st
yr = Yyo—1nt
Pode ser reescrito assim:
b
Xl = Xxo+ (3) t
a
d

yi = yo—( )l

Agora vejamos como aplicar este teorema em vdrias solugdes de problemas.

Exemplo 51. Qual é o menor multiplo positivo de 7 que deixa resto 1 quando divido por 2, 3,

4,5,6?
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Solugdo.

Primeiro, procuramos os nimeros x tais que:

7x = 1 (mod?2),
7x = 1 (mod 3),
7x = 1 (mod4),
7x = 1 (mod5) e
7x = 1 (mod 6)

Utilizando a propriedade (vii)), desejamos x tal que 7x = 1 (mod 60), pois mmc(2,...,6) =
60. Isso significa que 60 divide 7x — 1. Ou seja, para cada x, existe y tal que 7x — 1 = 60y.

Analisando como equacao diofantina 7x — 60y = 1, podemos usar o Algoritmo de Euclides para

resolver:
811113
60| 74|31
4 131110

Traduzindo a tabela, temos:

60 = 7-8+4,
7 = 4143 e

4 = 3-1+1

1=4-3.1=4—(7-4)=2-4—1-7=2(60—7-8)—1-7="7(—17) — 60(—2)

Usando o teorema anterior, a solu¢do inicial é xo = —17 e yo = —2. Vamos escrever a solug¢ao
geralx =—174+60tey=—2+7t,comt € Z e mdc(7,—60) = 1.

O menor valor positivo de x serd com ¢ = 1, ou seja,

x=—174+60-1=—-17460=43

Entdo o ndmero procurado serd o 301 pois:

Tx=7-43 =301
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e ainda observamos que:

301 = 2-150+1
301 = 3-100+1
301 = 4-75+1
301 = 5-60+1
301 = 6:50+1

Exemplo 52. (Yi Shing aprox. 700 dC) Ache os inteiros que divididos por 2,3,6 e 12 que

deixam restos 1,2,5 e 5, respectivamente.

Solucao.

Com base no enunciado podemos escrever o seguinte sistema de congruéncia:

x = 1(mod2)
x = 2 (mod3)
x = 5 (mod6)
x = 5 (mod12)

Observamos que todas as solu¢des de x = 5 (mod 12), sdo também solugdes x = 5 (mod 6)

porque 12 é multiplo de 6. O que reduz o sistema a:

x = 1 (mod?2)
x = 2 (mod3)

x = 5 (mod6)

Sabendo também que o 6 é multiplo de 3 e de 2, observando que:

5 = 2:241

5 = 3142
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Concluimos que as duas primeiras congruéncias sdo equivalentes a terceira. Sabemos que a
terceira é equivalente a quarta. Por isso basta resolver a quarta congruéncia, x =5 (mod 12). A

solugdo geral € x =5+ 12t parat € Z. Logo os inteiros sdo: 17, 29, 41, 53, 65, ...

Exemplo 53. Em determinado jogo estabeleceu-se a regra que as pontuacdes de cada time sé
possuem dois valores: 3 ou 5. Lembrando do vergonhoso 7 a 1 que o futebol brasileiro sofreu

em 2014, poderiamos dizer que esse jogo poderia ser o futebol?

Solugao.
Para que isso seja possivel precisamos ter que 5x+ 3y = 1 e 5x’ + 3y’ = 7, tais que x,x’
e v,y sdo nimeros naturais. Vejamos que mdc(5,3) = 1 e ainda temos que 1|1 e 1]7.

Entao as equacoes

5x+3y=1 e 5X+3y =7

possuem solugdes inteiras. e pelo Teorema de Bézout, teremos solugdes como por exemplo:

5(-1)+3-2=1 e 5(-1)+3-4=7

Concluimos que as solugdes gerais sao:

1) para Sx+3y=1¢é x=—1+3t e y =2 —5¢, sendo que t € Z. Mas para a hipotese
do problema x e y devem ser maiores do que zero. Por isso concluimos que, t > 1/3
e t < 2/5. Podemos verificar que ndo existe t € Z neste intervalo. Logo a equagdo
5x+ 3y =1 ndo possui solucdo natural. Entdo concluimos que esse jogo ndo pode ser o

futebol.
ii) para5x' +3y =7éx' =—1+43rey =4—5t,comrt € Z.

A equacdo 5x+ 3y = 1 pode ser ilustrada pela representacdo grafica do Wolfram Alpha, con-

forme segue. Para isto, basta digitar 5x + 3y = 1 na barra de comando.



Figura 24 — Exemplo 53: comando 1

FROM THE MAKERS OF WOLFRAM LANGUAGE AND MATHEMATICA

¥ WolframAlpha

5x+3y=1 B

- o

. P
£ NATURAL LANGUAGE | [fa MATH INPUT f EXTENDED KEYBOARD i} EXAMPLES 4 UPLOAD 24 RANDOM

Figura 25 — Exemplo 53: parte um da resposta 1

Input

Sx+3y=1

Geometric figure Properties
line

Implicit plot
¥

0.8

0.6

\

02

L L L L Lox
-0.1 o1 U.\ELZI 04 05

Figura 26 — Exemplo 53: parte dois da resposta 1

Alternate form

Sx+3y-1=0

Real solution Approximate form
1 b5x

y=---=
3 3

Solution Approximate form [« Step-by-step solution
1 b5x

y=—-—=
3 3

Integer solution

x=3n+2, y=-5n-3, nelf

£ is the set of integers
Solution for the variable y [+ Step-by-step solution

1
y:§[1—5x)
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Vejamos agora, similarmente para a equacdo Sx + 3y = 7 digitada na barra de comando

do Wolfram Alpha.

Figura 27 — Exemplo 53: comando 2
FROM THE MAKERS OF WOLFRAM LANGUAGE AND MATHEMATICA

& WolframAlpha

Sx+3y=7 o

.

TC s
£k NATURAL LANGUAGE | [T MATH INPUT F# EXTENDED KEYBOARD iii EXAMPLES 4 UPLOAD 34 RANDOM

Figura 28 — Exemplo 53: parte um da resposta 2

Input

Sx+3y=T7

Geometric figure Properties
line

Implicit plot

Alternate form

_? 3K

4 i 3

S5x+3y-7=0

Real solution Approximate form

_? 3K

4 i 3
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Figura 29 — Exemplo 53: parte dois da resposta 2

Solution Approximate form | [ Step-by-step solution

Integer solution

¥x=3n+2, y=-5n-1, nef
Solution for the variable y [ [ Step by-step solution
]-7 5
y==|j x|
-
& Download Page POWERED BY THE WOLFRAM LANGUAGE

Related Queries:

=(5x+3y)-7=>0
cylindrical decomposition((Sx+3y)-7=0, ...

didxdidy ((5x+3y)-7)
SymmetricReduction{(5x + 3y) - 7, (x*2-1, x})

manipulatey In(5x+3y)-7

Exemplo 54. Considerando a equacdo diofantina 3x+ 5y = 101.

a) Encontre todas as suas solugdes inteiras.

b) Ela possui solu¢des naturais? Justifique.

Solugao.

a) Vamos primeiro verificar a existéncia de solu¢do calculando o mdc(5,3). Claramente
mdc(5,3) = 1, e como 1|101, entdo concluimos que a equagdo 3x + 5y = 101 possui
solucdo inteira. Vamos entdo encontrar um par xy € yp que resolva a equagdo. Pelo

Algoritmo da Divisao podemos escrever:

1)1]2
5131211
21110

3=1-2+1 e 5=1-342=5-1-3=2
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1:3 = 1-(5-1-3)+1
1-3 = 1-5-1.3+1

2.3-1-5 =1

Multiplicando a igualdade por 101, obtemos:

202-3-101-5=101

Por isso, o par xo =202 e ygo = —101 é uma solucdo particular e todas as solugdes inteiras

sdo do tipo:

x=202+5tey=—101 -3¢, parat € Z.

b) Se a equacdo 3x + 5y = 101 possui solu¢des naturais, entdo elas terdo que satisfazer

x> 0ey> 0. Podemos entdo analisar que:

202+5t > 0 —101 -3¢ > 0
5t > =202 =3t > 101
t > =32 < =4
t > —40,... t < —33,...

t € {—40,-39,-38,-37,-36,—35,—34}

A equacgdo possui solucdes naturais se ¢ pertencer ao conjunto acima. Ainda podemos notar que
os pares ordenados (x,y) serdo: (2,19),(7,16),(12,13),(17,10),(22,7),(27,4),(32,1)

Utilizando a barra de comando do Wolfram Alpha para resolver esta equacao diofantina:

Figura 30 — Exemplo 54: comando

FROM THE MAKERS OF WOLFRAM LANGUAGE AND MATHEMATICA

P& Wolfram

' 3x+5y =101 -1

ﬂ NATURAL LANGUAGE I?a MATH INPUT EH EXTENDED KEYBOARD :3i EXAMPLES 4 UPLOAD 22 RANDOM



Obtemos as trés seguintes telas como respostas:

Figura 31 — Exemplo 54: parte um da resposta

Input

3x+5y=101
Geometric figure
line

Implicit plot

¥y
50
40

|
2

™

Figura 32 — Exemplo 54: parte dois de resposta

Alternate form
101  3x

Y=7%5 "5

3x+5y-101=0

Real solution
101  3x
Y= "
Solution
_ 101 3x
Y= 7

Integer solution

Figura 33 — Exemplo 54: parte trés da resposta

x=5n+2, y=19-3n,

Solution for the variable y

1[101 3
- = Cax
Y=< )

&, Download Page

Related Queries:

= directional derivative of (3x+5y)-1011in ...

grad (3x+5y)-101

10 20 \B\ E;ﬂ

manipulate cin (3x+5y)-101=¢

Properties

X

@ Enlarge #, Data @ Customize A Plain Text

Approximate form

Decimal form [ [« Step-by-step solution ]

[ [« Step-by-step solution ]

POWERED BY THE WOLFRAM LANGUAGE

= subresultants((3 x+ 5y) - 101, x*2-1, x)
= (3x+5y)-101<0

70
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Exemplo 55. Encontre todas as medi¢des inteiras de um termometro tanto em graus Celsius

quanto em graus Fahrenheit.

Solugao.

As temperaturas de fusdo e de solidificacdo da d4gua nas escalas Celsius e Fahrenheit sdo
trc =100, t;c = 0, tpp = 212 e typ = 32, respectivamente.

Considerando C uma temperatura qualquer na escala Celsius e F uma temperatura qual-

quer na escala Fahrenheit, temos que:

(100—C)/(100—0) = (212—F) /(212 - 32)

Resumindo:
C B F—-32
100 180

Chegando na equagao:

18C = 10F — 320 <= 10F — 18C =320 — 5F —9C = 160

Calculando o mdc(9,5) pelo método de Euclides, temos:

1114
9151411
41110

Assim, 0 mdc(9,5) = 1 e sabemos que 1 divide 160 entdo a equagdo 5F — 9C = 160 possui

solugdes inteiras. Usando o Algoritmo da Divisao:

5=1-44+1 e 9=1-5+4

1=5-14 e 4=9—1-5

1 = 1-5-1-(9—1-5)
1 = 1-5-1-9+1-5

1 = 2-5-1-9

Se2-5—1-9=1entdo 320-5—-160-9 = 160.
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Com isso, a solucdo inicial € Fp = 320 e Cy = 160. E as solugdes gerais sdo F' =320 —9¢
e C =160 — 5¢, Vt € Z, determinando assim todas as solugdes inteiras possiveis.
Na barra de comando do Wolfram Alpha se digitarmos 5x — 9y = 160, tomando x para a

escala Fahrenheit e y para a escala Celsius obtemos:

Figura 34 — Exemplo 55: 5x — 9y = 160: comando e resposta

FROM THE MARERE OF WL FRAM LANGLMIEE AND MATHEMATICA

e WolframAlpha BrO_ .

Sx-Oy= 1860 B

8 vatTumar LamGuase [T WATH MEUT I EXTENDED KEYBOARD 5i1 EKAMPLES  § UPLOAD O RANDOM

Input

A=y = 1k

Geamatnic figore Proparties
fine

Implicit plot

¥
i
y S .
] I T Fl ]
_:I-Ill'
Hi
i |

Altenate form

Sr=0ys [l

L S 11
o o

A=y = 160 = (s

Real solutian Appemamrhe form
fx 160

¥
o g

Sl uhion A pprodrmate form [+ Sep-byv-step solubion
Bx 160

¥
) o

Imteger solubon

r=9%neh, y=hr=15, refF

Solution for the vanable y w Spp-by-step solution
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Podemos observar que as solugdes inteiras estardo presentes no grafico de uma reta
no plano cartesiano conforme o que se segue. Os pares ordenados serdo : A = (41,5),B =
(50,10),C = (59,15) e etc.

Figura 35 — Exemplo 55: 5x — 9y = 160, ilustrac@o das respostas no Plano Cartesiano

20
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5 TEOREMA CHINES DOS RESTOS

O foco deste trabalho € o Teorema Chinés dos Restos € algumas de suas aplicagdes
elementares com aplicacdes no Wolfran Altha. Para esse fim, no capitulo anterior, abordamos
diversos topicos na revisdo bibliografica, entre os quais se destacam: o conjunto dos nimeros
inteiros e suas propriedades bésicas, o maximo divisor comum, as congruéncias modulares e as
equacdes diofantinas. Além disso, esses contetidos foram tratados de forma mais aprofundada
do que normalmente ocorre no ensino basico. Isso se deve ao fato de que, embora desempenham
um papel fundamental na resolucdo de muitos problemas envolvendo niimeros inteiros, esses
temas sao frequentemente subutilizados nesse nivel de ensino.

Neste capitulo, apresentamos o Teorema Chinés dos Restos, bem como exemplos de
suas aplicacdes. Acreditamos que os contetidos abordados, da forma como serdo apresentados,
possam servir como material de apoio tanto para professores em sala de aula quanto para alunos
em busca de recursos suplementares para a resolu¢do de problemas — em especial, com vistas

a participagao em olimpiadas de Matematica.

Teorema 5.1 (Teorema Chinés dos Restos). Seja o sistema

= c¢; (mod my)

= (mod mz)
X = ¢ (modm,)
Se mdc(mi,m;) =1, para todo par m;, mjcomi# jei,jc {1,2,...,r}, entdo o sistema anterior

possui solu¢do modulo M =my -my ... ,m,.

Estas solugoes sdo do tipo:
X =Myici+--+Myyc,+tM

M
em quet € Z, Mi = — e y; é a solugdo de M;Y =1 (mod m;), para todoi=1,2,...,r.
i
Para consultar a demonstracao deste teorema podemos verificar nas obras:

* Aritmética, de Abramo Refez, Colecao PROFMAT

* Ndmeros: Uma Introdugdo a Matematica, Polcino
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* Chinés dos Restos: Ensino e Aplica¢des, de Walace da Silva Gléria, Universidade Federal

do Amazonas - PROFMAT

Vejamos entdo, como aplicar este teorema para determinar solu¢des de diversos proble-

mas. Primeiramente vamos relembrar como resolver uma congruéncia por inspecao.
Exemplo 56. Para cada item abaixo determine o menor inteiro positivo x que resolve a congru-
éncia:
a) 3x=1 (mod 11)
b) 5x =1 (mod 29)
Solucgao.

a) Considerando x = 4 podemos escrever: 3x =3-4=12=1 (mod 11), por isso x = 4

satisfaz a congruéncia.

b) Similarmente se usarmos x = 6 obtemos: 5x =5-6 =30 = 1 (mod 29), por isso x = 6

satisfaz a congruéncia.

Exemplo 57. Ha nimeros que quando divididos por 3 e por 2 deixam restos iguais a 1. Desta
classe de nimeros, quantos e quais sao os maiores do que 50, menores do que 100 e multiplos

de 77

1* Solugdo. O foco principal deste trabalho é o Teorema Chinés do Resto. Mas desde o inicio
declarei a importancia de valorizarmos as individualidades dos alunos. Por isso, neste caso
veremos trés solucdes par a mesma questao.

Por inspecao, podemos verificar que o 7 satisfaz a primeira condi¢do, ou seja: quando
divididos por 3 e por 2 deixam restos iguais a 1. Entdo aclasse x =7+2-3-¢ parat € Z satisfaz
a primeira condicao.

De acordo com a segunda condi¢do do problema precisamos ter que: 50 < x < 100

50< 746t <100
50 <7+ 6t e 7+6t <100

43 < 6t e 6t <93

Concluindo que 7 > 7,1 et < 15,5. Por isso verificamos que ¢ € {8,9,10,11,12,13, 14,15} .

Podemos observar que:
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t| 8 9 10 11 12 13 14 15
x|55 61 67 73 79 8 91 97

Desta relacdo encontramos varios valores de x e o unico que é multiplo de 7 € o0 91.
2% Solucgdo. Pela primeira exigéncia do problema precisaremos determinar um valor para x tal

que:

x=1 (mod 3)

x=1 (mod 2)

Observamos que as duas congruéncias possuem resto 1, e o mmc(2,3) = 6. Podemos reduzir o

sistema a uma s6 congruéncia:

x=1 (mod 6)

Chegando a igualdade: x = 67 + 1 para ¢ € Z. Considerando a segunda exigéncia do problema,

precisamos de um multiplo x de sete, ou seja:

x=0 (mod 7)
6t+1=0 (mod 7)

6t = —1 (mod 7)

Sabendo da congruéncia 6 = —1 (mod 7), podemos multiplicar com o raciocinio anterior:

6-6t=(—1)-(—1) (mod 7)

36t =1 (mod 7)

Sabendo que t = 7k + 1 para k € Z, chegamos na igualdade: x = 6(7k+ 1)+ 1 =42k+7. Agora

vamos analisar a segunda condic¢do 50 < x < 100.

50 <42k+7 < 100

43 <42k <93

Concluindo que k < 2,214... e k > 1,023.... Por isso teremos que k =2, ou seja, x =42-2+7 =
91.
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3% Solugdo. Pela primeira exigéncia do problema precisaremos determinar um valor para x tal

que:

x=1 (mod 3)

x=1 (mod 2)

Observamos também que o mdc(2,3) = 1. Pois isso, podemos aplicar o Teorema Chinés dos

Restose: M =2-3, m; =2 e mp = 3. Passamos agora a determinar y; € y;, tais que:

2y; =1 (mod 3)

3y, =1 (mod 2)

Por inspec¢do verificamos que y; =2 e y, = 1. Assim as solu¢des serdo do tipo:

x=2-1-24+3-1-146t =746t

Analisando a segunda exigéncia do problema obtemos:

50 < 7+6t <100
43 < 6t < 93

Concluindo que r < 15,5... et > 7,16.... Por isso verificamos que

t€{8,9,10,11,12,13,14, 15}.

Podemos observar que:

t| 8 9 10 11 12 13 14 15
x|5 61 67 73 79 8 91 97

Desta relacdo encontramos varios valores de x e o unico que € multiplo de 7 € o0 91.
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Exemplo 58. Determine a solucdo geral do sistema abaixo, e as solu¢des positivas x menores

do que 100:

x=1 (mod 3)

x =2 (mod 5)

x =3 (mod 7)
1* Solugdo

Se considerarmos cada congruéncia em separado observaremos que

1. Parax =1 (mod 3) por inspe¢do vemos que:

x€{4,7,10,13,16,19,22,25,28,31,34,37,40,43,46,49,52,...}

2. Parax =2 (mod 5) por inspe¢do vemos que:

x€{7,12,17,22,27,32,37,42,47,52, ...}

3. Para x =3 (mod 7) por inspe¢do vemos que:
x€{10,17,24,31,38,45,52,...}

E o primeiro x que € comum nas trés listas € 52, ou seja, que satisfaz as trés equacdes, ou
ainda, resolve o sistema de congruéncia. Mas ha outros que também resolvem o sistema.

Desde que eles satisfacam o Teorema 5.1, ou seja:

X =52+ (um multiplo comum de 3, 5, 7)

x=52+43-5-7t =52+ 105t parat € Z.

Observamos que este método nao € pratico. Ele funcionou pois, os nimeros envolvidos

sdo pequenos. Por isso, a solugdo do Teorema Chinés dos Restos € genérica.

2* Solucao.
Com o intuito de usar o teorema, observamos que mdc(3,5) = mdc(3,7) =mdc(5,7) =

1 e considerando: M =3-5-7=105,M; =5-T=35M, =3-7T=21eM3=3-5=15.
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E a solugdo serd do tipo: x =35-c1-y1+21-co-y2+15-¢c3-y3+M -t parat € Z. Falta

calcular os numeros y;, i = 1,2, 3:

35y1=1(mod 3), 2ly,=1(mod5) e 15y3=1 (mod7)
35-2=1(mod 3), 21-1=1(mod5) e 15-1=1 (mod7)

70=1(mod3), 21=1(mod5) e 15=1 (mod7)

Resulta por inspecdo y; =2, y = 1 e y3 = 1. Pelo Teorema Chinés dos Restos, a solu¢do geral

7z

c:

x=35-1-2421-2-14+15-3-1+105-1 = 157+ 105¢

Como as solucdes t€m que ser menores do que 100, isto acontecerd apenas tomando t = —1, ou
seja, x = 1574 105(—1) = 52. Agora usando Wolfram Alpha, digitando na barra de comando,
x=1(mod3),x=2 (mod5), x=3 (mod 7):

Figura 36 — Exemplo 58: comando

FROM THE MAKERS OF WOLFRAM LANGUAGE AND MATHEMATICA

% WolframAlpha

-x=1mod3,x=2mod5,x=3mod7 E.

™ ee
£k NATURAL LANGUAGE | f§a MATH INPUT ## EXTENDED KEYBOARD 3! EXAMPLES 4 UPLOAD >4 RANDOM

Obtemos as solucdes do sistema conforme segue:
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Figura 37 — Exemplo 58: resposta

Input interpretation

x=1
solve xs2
x=3

Solution in the least residue system

x=52

General solution

x=105n+52 ne £

Modulus of solution set | v Step-by-step solution

lem(3, 5, 7) = 105

Exemplo 59. Na Introducio tinha comentado um problema antigo com os seguinte dizeres:
“Ha certas coisas cujo numero ¢ desconhecido. Se contd-los por trés, restamos dois; aos cinco,

temos trés sobrando, e aos setes, sobram dois. Quantas coisas existem?”

Figura 38 — Original do problema de Sun Tzu Suan Ching
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Solugdo.

Modernamente para responder a essa pergunta, deve-se resolver o seguinte sistema de

congruéncias:
x=2 (mod 3)
x=3 (mod 5)
x =2 (mod 7)

E sua solugdo se aplica aos nimeros naturais x tais que:

x=2-35-y1 4321 -y, +2-15-y34+3-5-7 1, t € Z.

Pelo Teorema Chinés dos Restoss, calculamos os niimeros y; com as congruéncias abaixo:

35-y1=1(mod 3),21-y,=1(mod5)e 15-y3 =1 (mod 7)

Por inspe¢ao achamos os valores dos y; que sdo: y; =2,y =ley; =1

Concluimos que:

x = 2-35-243-21-142-5-74+3-5--7-¢

x = 233+105¢

Logo os menores valores positivos para essas coisas sao tais como a tabela que se segue:

t| -2 -1 0
x| 23 128 233

Digitando x =2 (mod 3), x =3 (mod 5), x =2 (mod 7) na barra de comando do Wolfram

Alpha, obtemos as solugdes do sistema conforme segue.



Figura 39 — Exemplo 59: comando e solucio

FROM THE MAKERS OF WOLFRAM LANGUAGE AND MATHEMATICA

*WOIframAlpha E)B‘QUL‘.I:H[S
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x=2(mod 3),x =3 (mod 5),x=2 (mod 7)

o |:|_:\

£ NATURAL LANGUAGE | ff3 MATH INPUT Bl EXTENDED KEYBOARD i3 EXAMPLES 4 UPLOAD

Input interpretation

Solution in the least residue system

x =23 (mod 105)

General solution

x=105n+23 and ne £

£ is the set of

-2 compute input

integers

Modulus of solution set [ [ Step-by-step solution

lem(3, 5, 7) = 105

lemi(ng, ng) is the least common multiple ¢

fny and n

Exemplo 60. Qual é o menor valor positivo que a varidvel x pode assumir desde que ele seja

solugdo do sistema:

x=9 (mod 11)

x =10 (mod 13)

Solugdo: Aplicando o Teorema Chinés dos Restos deveremos determinar x tal que:

x=9-13-y;+10-11-y,+11-13tet € Z

13-yy=1(mod 11) e 11-y;=1 (mod 13)

yi=6 e y=6
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Entdo concluimos que:

x = 9:-13-6+10-11-64+11-13-¢
x = 702+660+143-1

x = 13624143 ¢

E as solucOes gerais sdo x = 1362 + 143¢. Precisamos solu¢des que assumam valores

positivos:

t 0 -1 -2 3 4 5 -6 -7 -8 -9
x| 1362 1219 1076 933 790 647 504 361 218 75

O menor valor positivo € x = 75.

Digitando x =9 (mod 11), x = 10 (mod 13) na barra de comando do Wolfram Alpha,

obtemos as solucdes do sistema conforme segue.

Figura 40 — Exemplo 60: comando e solucio

FROM THE MAKERS OF WOLFRAM LANGUAGE AND MATHEMATICA

& WolframAlpha

x=9mod 11, x= 10 mod 13 a\

£k NATURAL LANG E | Jfa MATH INPUT fH EXTENDED KEYEOARD 5% EXAMPLES 4 UPLOAD 3¢ RANDOM

Input interpretation

x=9(mod 11)
solve
x=10 (mod 13)
Solution in the least residue system
x =75 (mod 143

General solution

x=143n+75 and ne Z

Modulus of solution set [+ Step-by-step solution |

lem(11, 13) = 143

Exemplo 61. Existe uma classe de nimeros que se forem divididos por 7 ou 5 deixam restos
respectivamente 4 ou 3. Desta classe quais sdo os que estdo entre 100 e 200?

1* Solucado.



84

Denotando essa classe de niimeros por x, entdo temos:

x=3 (mod 5)

x=4 (mod 7)

Sabemos que a solugdo geral é x =3-7-y; +4-5-y2+5-7 -t para t € Z, em que 0s

nimeros y; e y, satisfazem

7-yi=1(mod5) e 5-y;=1(mod7)

yi=3 e y»=3

Concluimos que os valores de x:

x = 3:7-3+4-5-34+5-T-1

x = 63460+ 35¢e porissox =123+ 35¢

Ou seja, a classe € descrita por x = 123 +35¢ parat € Z.

A questdo pede os elementos da classe entre 100 e 200, entdo teremos que:

t] 0 1 2
x| 123 158 193

2* Solugdo.
Considerando as congruéncias (i) x =3 (mod 5) e (ii) x = 4 (mod 7) podemos escrever
de (i) que : (iii) x = 5r+3 para r € Z.

Substituindo este valor na congruéncia (ii) obtemos:

5r+3 = 4 (mod7)
S5r+3-3

4 —3 (mod 7)

S5r

1 (mod 7)

Verificamos por inspe¢do que uma soluciao é r = 3. E também podemos escrever 15r = 1 -

3 (mod 7) De modo que, temos:

15=1(mod7) e r=3(mod?7).
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Concluimos que r = 7s+ 3 para s € Z, e substituindo esta expressao na equagao (iii):

x = 5-(7s+3)+3

x = 18435s
Pelo enunciado temos que determinar o valor de modo que:

100 < 18 +35s < 200
82 <355 < 182

2,342... <5< 5,2

s| 3 4 5
x| 123 158 193

Digitando x = 3 (mod 5) e x =4 (mod 7) na barra de comando do Wolfram Alpha

obtemos:

Figura 41 — Exemplo 61: comando e solucio

FROM THE MAKERS OF WOLFRAM LANGUAGE AND MATHEMATICA

P& WolframAlpha PRO

FOR STUDENTS

x=3mod5, x=4mod7 (< = | |

£ L LAN E | JfoMATH INPUT B EXTENDED KEVBOARD 3if EXAMPLES

|
8

Input interpretation

x=3m
solve
x=4(m
Solution in the least residue system
x=18 (m

General solution

x=35n+18 und ne Z
Modulus of solution set [« Step-by-step solution |

lem(5, 7) = 35

Exemplo 62. Determine a classe de nimeros positivos x que satisfazem o sistema:

x=1 (mod 3)
x =2 (mod 5)

x=1 (mod 2)



86

1* Solugao.

Por verificagdo observamos que o 7 satisfaz o sistema de congruéncia, pois:

7=2-3+1
7=1-542
7=3-2+1

Somando os multiplos do mmc(3,5,2) = 30 a esta solugdo particular também teremos
solucdes, ou seja, x =7+ 30t parat € Z. Como a restricdo do problema se aplica apenas para

solugdes positivas:

7430t >0
t>—0,23...

t=0,1,2,...

2% Solucgao.

De acordo com o Teorema Chinés dos Restos, podemos escrever,

M=3-5-2=30,M1=5-2=10, M, =3-2=6eM3=3-5=15

A solucao geral fica desta forma.

x=1-10-y;+2-6-y2+1-15-y3+3-5-2-t parat € Z.

Para completar calculamos os nimeros y.

10cy; = 1(mod3), 6-y=1(mod5), 15-y3=1 (mod?2)

o= 1 =1 =1
Para t € 7, podemos escrever que:

x = 1-10:14+2-6-14+1-15-1430-¢
x = 104+12415+30-¢

x = 37430t
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Pelo enunciado devemos determinar o valor de x de modo que,

37+30t > 0

t > —1,23...

Por isso, ¢ deve ser maior ou igual a —1

Digitandox =1 (mod 3), x=2 (mod 5), x = 1 (mod 2) na barra de comando do Wolfram
Alpha, obtemos as solugdes do sistema conforme segue.
Figura 42 — Exemplo 62: comando e solu¢io

& Wolfram

x=1mod 3,x=2mod 5, x=1mod 2 ﬂ|

x=30n+7 ne

Modulus of solution set ¥ Step-by-step solution

lem(3, 5, 2) = 30

Exemplo 63. Em uma companhia de soldados, os soldados foram divididos em grupos:

e de 3 em 3 sobram 2
¢ de 4 em 4 sobram 3
e de 5 em 5 sobram 4

e de 7 em 7 sobram 6

Quantos soldados tem essa companhia se eles sao menos de 8007
Solugdo.
De acordo com os exemplos anteriores e usando x para a quantidade desses sodados

entao:

x=2(mod3), x=3(mod4), x=4(mod5) e x=6(mod?7)
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Pelo Teorema Chinés dos Restos temos a solugdo geral.

x=24-57-y1+3:3-57-y24+4-3-4-7-y34+6-3-4-5-y4+3-4.5.7-t t€7Z

Precisamos de y; tais que,

140-y;=1(mod3), 105-y,=1(mod4), 84-y3=1(mod5) e 60-y4=1(mod?7)

Entao determinamos que: y; =2,y, = 1,y3 =4 e y4 = 2. Assim sendo a solucdo geral serd da

seguinte forma:

X = 2.4.57-243.3.5.7-144-3.-4.7-4+6-3-4-5-24+3-4.5-7-¢
X = 560+315+ 1344 +720 + 420t

x = 29394420t
Pelo enunciado a quantidade de soldados é maior do que 0 e menor do que 800:

0 < 2939 +420¢ < 800
—6,99--- <t < —5,00...

Por isso, obtemos ¢t = —6.

X = 2939+420(—6)

x = 2939-2520

Concluimos entdo que a companhia tem 419 soldados. Digitando x =2 (mod 3), x =3 (mod 4),

x=4 (mod 5) e x =6 (mod 7) na barra de comando do Wolfram Alpha obtemos a resposta:
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Figura 43 — Exemplo 63: comando e solucio

2% Wolfram

x=2mod3,x=3mod4,x=4mod5,x=6mod7 =]

= Jo MATH INPUT 8 EXTENDED KEVBOARD i} EXAMPLES

|
Y

=
"
[N

b
n
w

solve

=
n
s

=
n
=)

x=419
x=420n+ 419 nef

Modulus of solution set ¥ Step-by-step solution

lem(3, 4,5, 7) = 420

Exemplo 64. Determine as solugdes particular e geral da congruéncia 3x = 11 (mod 2275)

sabendo que 2275 =25-13-7.
1* Solugao.
Pensando na possibilidade da constru¢do de um sistema para usar o Teorema Chinés dos

Restos, observamos que mdc(7,13) = mdc(7,25) = mdc(13,25) = 1.
3x=11(mod7), 3x=11(mod13) e 3x=11 (mod?25)

Precisamos adaptar o sistema para o Teorema, ou seja, determinar os inversos do 3 médulo 7,

13 e 25. Isso significa resolver cada equagao modular abaixo:
3x=1(mod7) 3x=1(mod 13) 3x=1 (mod 25)

Calculamos os inversos x; = 5, x =9 e x3 = 17 de cada equagao acima, respectivamente. Logo,

o sistema fica da seguinte forma:

x=11.5(mod7), x=11.9(mod13) e x=11.17 (mod 25)
x=55(mod7), x=99 (mod13) e x=187 (mod 25)

x=6(mod7), x=8(mod13) e x=12 (mod25)
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Comecamos calcular os nimeros do teorema, M =7-13-25 =2275, My =13-25=325, M, =
7-25=175e M3 =7-13 =91. Efetuando as divisdes dos M;s por 7, 13 e 25 obteremos o0s

restos ry, 12 € r3, respectivamente:

325 = 7.46+3, 175=13.134+6 e 91 =253+16

rn =3 rn==06 € r3 = 16
Obtemos um novo sistema mais fécil para determinar os y;:

3x 1 (mod7), 6x=1(mod13) e 16x=1 (mod 25)

yi =5 y2=-2 e y3=11
A solugdo geral € do tipo,

X = My-ci-y1+My-cy-yr+M3-c3-y3+7-13-25-t, parat € Z.
x = 325-6-54175-8-(=2)+91-12-11+2275¢

x = 18962+ 2275¢
O menor valor positivo de x serd quando utilizarmos o t = —8

x = 18962 —2275-(—8)
x = 18962 — 18200

x = 762 (uma solugdo particular)

A solugdo geral € x = 762 + 2275t para qualquer ¢ € Z.

2* Solugdo. Considere a congruéncia,

3x =11 (mod 2275)

Podemos escrever a seguinte equacdo diofantina, 3x + 2275y = 11. Sabendo que 3 e 2275 sdo
primos entre si, implica que esta equacao possui solucdo inteira. Entdo vamos calcular o inverso
de 3 mddulo 2275. Dividimos 2275 por 3: 2275 = 3-758 4 1. Por sorte, o resto € 1 e temos o

numero desejado 758.
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Retomando a equacdo modular, multiplicamos por 758:

x = 758-11 (mod 2275)

x = 8338 (mod 2275)

=
Il

762 (mod 2275)

De acordo com o algoritmo da divisdo, as solug¢des particular e geral sdo:

x=762 e x=76242275¢t, parat € Z

Digitando 3x = 11 (mod 2275) na barra de comando do Wolfram Alpha obtemos as

respostas:

Figura 44 — Exemplo 64: comando e soluc¢io

3x =11 mod 2275 (=]

b u ] Jfo MATH INPUT B EXTENDED KEYBOARD 33} EXAMPLES 4 UPLOAD 3¢ RANDOM
solve 3x=11

x =762

x=2275n+762 nel
& Download Page POWERED BY THE WOLFRAM LANGUAGE
= third derivative 3 x-11 = seriesof 3x-11atx=pi

= car speakers with largest peak power handling = 3x-11vsd(3x-11)/dx

Exemplo 65 (ENQ - 2025 - II). Trés satélites artificiais orbitam a Terra e serdo recalibrados
sempre que passarem simultaneamente pelo meridiano de Greenwich. Seus ciclos orbitais sao:
* Satélite A: Completa uma Orbita a cada 7 horas e passou por Greenwich as 2 horas do dia 0.
* Satélite B: Completa uma orbita a cada 11 horas e passou por Greenwich as 3 horas do dia 0.
* Satélite C: Completa uma 6rbita a cada 10 horas e passou por Greenwich as 4 horas do dia 0.
Determine o primeiro instante t (em horas ap6s o dia 0) em que os satélites serdo recalibrados.

Solucdo. De acordo com as hipéteses do problema, os instantes de recalibragem serdo dados
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pelas solucdes do seguinte sistema de congruéncias:

x = 2 (mod7)
x = 3 (modl1l)

x = 4 (mod 10)

Calculando os méaximos divisores comuns dois a dois com os modulares encontramos que,
mdc(7,11) = mdc(7,10) = mdc(11,10) = 1, por isso usaremos o Teorema Chinés dos Restos.
Do sistema acima, observamos que ¢y =2,¢cp =3,c3=4,M=7-11-10=770,M; =11-10 =
110,My =7-10=70,M3 =711 =77. Precisamos determinar os inversos de 110, 70 e 77 nos

seus respectivos modulos, ou seja, os yjs tais que

110y; = 1 (mod?7)
70y, = 1 (mod11)

77y; = 1 (mod 10)

Por inspecao, determinamos que y; = 3, y, = 3 e y3 = 3. Concluimos que as solu¢des do sistema

sdo dadas por:

x = 110-2-3470-3-3477-4-34+770¢
x = 6744770¢t, parat € Z
Portanto, o primeiro instante em que os trés serdo recalibrados se dara 674 horas apds o dia 0.

Digitando x =2 (mod 7),x =3 (mod 11),x =4 (mod 10) na barra de comando do

Wolfram Alpha obtemos as respostas:
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Figura 45 — Exemplo 65: comando e solucio

2% Wolfram

x=2mod7,x=3mod 11, %= 4 mod 10 a
= Jfs MATH INFUT B EXTENDED KEYBOARD i EXAMPLES # %R
x=2
solve x=3
x=4
x=674
x=770n+ 674 nef

lem(7, 11, 10) = 770

Exemplo 66. A Teoria do Biorritmo € um conceito pseudocientifico que defende que a vida
das pessoas € influenciada por trés ciclos ritmicos — fisico (23 dias), emocional (28 dias) e
intelectual (33 dias) — que se iniciam no nascimento, e afetam o desempenho e o comporta-
mento da pessoa. Embora a existéncia de ritmos biolégicos seja reconhecida cientificamente,
a teoria do biorritmo ndo possui base cientifica para prever o comportamento humano, sendo
criticada pela comunidade médica e considerada por muitos como uma forma de pseudociéncia.
Os estados fisico, mental e emocional de uma pessoa oscilam periodicamente, a partir do dia
do nascimento, em ciclos de 23 dias, 29 dias e 33 dias, respectivamente. Os dias mais positivos
dos ciclos fisico, mental e emocional sdo, respectivamente, o sexto, o sétimo e o oitavo de cada
ciclo. Nos primeiros dez anos de vida de uma pessoa, quando os trés ciclos ocorrem de forma
mais positiva simultaneamente?

Solucdo. Considerando estas hipdteses podemos escrever o sistema de congruéncia,

x = 6 (mod23)
x = 7 (mod?29)

x = 8 (mod 33)

Primeiro, os méaximos divisores comuns mdc(23,29) = mdc(23,33) = mdc(29,33) = 1, entdo

podemos usar o Teorema Chinés dos Restos. Pelo Teorema, podemos determinar a solu¢io
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geral x =957-6-y; +759-7-y, +667-8-y3+23-29-33-¢, t € Z. Determinando os nimeros

yiSa

957y; = 1 (mod 23)
759y, = 1 (mod 29)

667y; = 1 (mod 33)

Por inspecdo, constatamos que y; = 5,y = 6 e y3 = 19. Entdo a solugdo geral € do tipo x =
161972 4 22011t¢, para t € Z. De acordo com as hipdteses do problema, desejamos determinar

a menor solugdo positiva. Este fato se dard parat = —7, ou seja,

x=161972+22011-(—7) = 7895 dias.

Os anos geralmente tem 365 dias, a menos dos anos bissextos. Por isso, fazendo uma aproxi-

macao para anos de 365 dias obtemos:

x =T7895 =21-365+ 230 dias.

Concluimos entdo, que os trés ciclos ndo ocorre durante os 10 primeiros anos de vida de uma

pessoa.

Digitando x = 6 (mod 23),x = 7 (mod 29),x = 8 (mod 33) na barra de comando do

Wolfram Alpha obtemos as respostas:

Figura 46 — Exemplo 66: comando e solucio

% Wolfram

x = 6mod 23, x = 7 mod 29, x = 8 mod 33 ﬂ\

x=7895
x=22011n+ 7895 neZ

7 St

lem(23, 29, 33) = 22011
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6 UMA INTRODUCAO DE APLICACOES DA TEORIA DOS NUMEROS NA CRIP-
TOGRAFIA

A palavra criptografia origina-se do grego kriptos = oculto ou secreto e de graphéin =
escrever, portanto a palavra criptografia significa escrita oculta. O termo se refere ao conjunto
de técnicas usadas para codificar uma mensagem e tornd-la ininteligivel para quem ndo possua
a chave necessdria para decifra-la, ou seja, para quem ndo deva descobrir a mensagem. Trata-
remos de algumas aplicagdes praticas da congruéncia modular, destacando a criptografia. Nos
dias atuais, em que grande parte das informacgdes € trocada pela internet, a criptografia esta
presente garantindo a segurancga no envio e recebimento de dados sigilosos. Informagdes trans-
mitidas durante compras on-line, por exemplo, utilizam métodos criptograficos para assegurar
que dados pessoais sejam acessados apenas por pessoas autorizadas.

Um dos métodos mais antigos e famosos de sistemas criptograficos foi um sistema usado
na Roma antiga por Jilio César, denominado Cifra de César. O sistema consiste em substituir
cada letra do alfabeto na mensagem original por outra letra do alfabeto, seguindo um padrao
bem determinado. Uma das principais vantagens da Cifra de César € que tanto a codificacdo
quanto a decodificagdo podem ser realizadas de forma simples. No entanto, sua principal des-
vantagem € o nimero limitado de possibilidades de substituicdo — apenas 26 padrdes, ou seja,
26 chaves de codificagdo. O método de Julio César € a substitui¢cao de cada letra na primeira

linha pela letra correspondente da segunda linha da tabela a seguir:

Alfabeto | a | b | ¢

dje|f|g|h|i]]|k|]l]|m
Cifra ([ D/ E/F|IG/IH|T|J |K|LIM|N/O|P

Alfabeto | n o |p|q|r|s |t |u |V |WwW|X|Yy|z
Cifra Q|R|S|T|U|VIW|X|Y|Z|A|B|C

[lustraremos nos exemplos que se seguem:
Exemplo 67. Texto: CHATGPT. Chave: +3

Solucgao.

Cifrado: FKDWIJSW (Cifra de César)
Exemplo 68. Criptografe a palavra “SEGURANCA” usando um deslocamento de +3.

Solucao.

VHIXUDQFD
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Exemplo 69. Uma mensagem foi cifrada com a Cifra de César de modo que puderam ler:

“PDNH WUDLQ VWRS”. Qual foi a mensagem enviada?

Solugdo.
Usando deslocamento 3, deslocamos cada letra 3 posicdes para tras no alfabeto. Fazendo

da seguinte forma:
1) PDNH: P—M, D—A, N—K, H—E resultando em MAKE
i) WUDLQ: W—T, U—=R, D—A, L—I, Q—N resultando em TRAIN
iii)) VWRS: V=S, W—T, R—0, S—P resultando em STOP

Portanto a mensagem decifrada ¢: MAKE TRAIN STOP

6.1 TEORIA BASICA

Poderiamos entdo definir Criptografia como conjunto de técnicas usadas para proteger
informacdes, transformando-as em dados legiveis em um formato ilegivel (chamado texto ci-

frado), de modo que apenas pessoas autorizadas possam entender o conteudo.

1. Conceitos basicos:
A criptografia se baseia na ideia de cifrar (codificar) e decifrar (desfazer a codificagdo)
mensagens.
1) Texto plano (ou texto claro): mensagem original, por exemplo, MENSAGEM

SECRETA

ii) Texto cifrado: mensagem transformada por um algoritmo de criptografia, por

exemplo, QHQVDJHP VHFUHWD

iii) Chave: E uma informacio secreta usada pelo algoritmo para criptografar e des-

criptografar os dados, por exemplo, nimero, senha ou sequéncia de bits.
2. Tipos de criptografia:

2.1. Criptografia Simétrica

A criptografia simétrica, também conhecida como criptografia de chave unica,

€ o tipo de criptografia em que a mesma chave € utilizada tanto para codificar
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quanto para decodificar uma mensagem. Dessa forma, o emissor e o receptor

devem possuir a mesma chave.

Esse sistema ndo € considerado seguro, pois, caso uma terceira pessoa descubra
a chave de encriptacdo, ela terd acesso total 28 mensagem secreta. Além disso,
0 emissor e o receptor necessitam de um meio seguro para trocar informagoes

sobre a chave, o que representa um desafio adicional.

i. A mesma chave é usada para cifrar e decifrar, por exemplo, AES, DES,
RC4;
ii. Vantagem: rapida;
iii. Desvantagem: € dificil compartilhar a chave com seguranca.

Criptografia Assimétrica

A criptografia de chave publica, também conhecida como criptografia assimé-
trica, consiste em um método que utiliza dois pares de chaves: uma chave publica
e uma chave privada, as quais estdo matematicamente relacionadas entre si. O
emissor da mensagem possui um dos pares de chaves e o receptor, o outro. Para
enviar uma mensagem, o emissor utiliza a chave publica do receptor, de modo
que apenas este possa decriptar a mensagem, uma vez que somente ele detém a

chave privada correspondente.

i. Usa duas chaves diferentes: uma publica (para cifrar) e uma privada (para

decifrar), por exemplo, RSA, ECC.

ii. Muito usada em comunicagdes seguras na internet (como HTTPS).

Criptografia de Hash: a criptografia de hash é um algoritmo que transforma da-
dos de qualquer tamanho em uma sequéncia de caracteres de tamanho fixo, Gnica
e irreversivel. Ela serve para verificar a integridade de arquivos, garantir a se-
guranca de senhas e autenticar documentos, pois qualquer alteracdo nos dados
de entrada resultard em um hash completamente diferente. Ao contrério da crip-
tografia tradicional, o hash ndo € reversivel e seu propdsito principal € criar um

"resumo'dnico dos dados, e nao a confidencialidade.
i. Nao serve para decifrar, pois nao hé retorno possivel;
ii. Transforma o texto em um resumo fixo, por exemplo, SHA-256, MDS5;

iii. Muito usada para verificar integridade de dados ou armazenar senhas.
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3. Aplicacdes da Criptografia:

3.1. Transagdes bancdrias e cartdes de crédito;

3.2. Comunicacdes seguras (e-mails e mensagens);
3.3. Armazenamento seguro de senhas;

3.4. Assinaturas digitais e certificados;

3.5. Protecdo de dados pessoais (LGPD).

Com o avanco da computagdo, surgiram métodos criptograficos cada vez mais com-
plexos e dificeis de serem quebrados, ja que os computadores passaram a executar algoritmos
complexos em tempo reduzido. Entretanto, o avango da criptoandlise também ocorreu de forma
acelerada. Apesar da codificacdo e da decodificacio terem se tornado mais rdpidas com o apoio
da computacdo, o problema da chave privada ainda persistia. Era necessdrio um meio seguro
para que o emissor e o receptor combinassem previamente uma chave.

Em 1976, uma dupla de pesquisadores apresentou uma solucdo inovadora para o pro-
blema da troca segura de chaves. Esta dupla foi composta por Whitfield Diffie e Martin Hell-
man, que se destacaram como autores do artigo New Directions in Cryptography. Nesse tra-
balho, os dois cientistas propuseram a ideia de um sistema de criptografia assimétrica, introdu-
zindo o conceito de utilizagdo de pares de chaves distintas — uma ptblica e outra privada —
para o processo de codificacdo e decodificacdo de mensagens. Embora o método ainda nao ti-
vesse sido implementado de forma pratica a época, o estudo representou um marco fundamental
no desenvolvimento da criptografia moderna.

Podemos entdo formalizar os mais variados cddigos de envios de mensagens. O segredo
das mensagens € garantido através da manutencdo do segredo das chaves. O problema ficou
estabelecido principalmente em como os correspondentes trocavam as chaves. Neste exemplo

entrou a Criptografia em especial com o uso das no¢des de congruéncias.

Exemplo 70. Digamos que José e Pedro querem trocar entre si uma chave secreta usando celu-

lar.

Uma solug@o: O primeiro passo € a definicdo das chaves publicas e secretas. José e Pedro
escolhem as chaves publicas que precisam ser nimeros naturais: r =26 e s = 197. A partir dai
cada um deles escolhe um nimero natural que sera a chave secreta pessoal: Jos€ vai sera; =5

e Pedro serd a, = 3.
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O segundo passo € a adaptagdo das chaves escolhidas, a etapa do José € calcular o tinico
numero b; < 197 tal que:

26% = b; (mod 197)

observamos que a equacao envolve as chaves publicas e o expoente € a chave secreta do José.

A solu¢@o b; € enviada para o Pedro.
26> = 26%-26%-26 = 85-85-26 = 187850 = 109 (mod 197)
Determinando assim o b; = 109. Pedro faz algo semelhante:
26> =267 .26 = 85-26 = 2210 = 43 (mod 197)

Determinando assim o b, = 43 enviado para o José€.
O terceiro passo € a chave secreta principal do método. Para isso, a parte do José é
calcular:

b, = (r*r)% = r% = a (mod 197)

Vejamos que b, € a chave calculada por Pedro. O cilculo é€:
43° = (26°)* = 109° = 148 (mod 197)
Como era de se esperar, Pedro faz a conta:

bjp = (raj)ap = ]"ap.aj =a (mOd 197)

a chave secreta estd determinada: a = 148.

Mas o sucesso deste método reside no fato de ser dificil descobrir qualquer dos trés
numeros a;,a, ou a conhecendo apenas os dados publicos r,s,b; € b,. Este problema se da
pois, dado um n € N, € relativamente fécil calcular o resto da divisdo de um n“ por um certo m.
Mas o oposto € mais dificil, ou seja, dado um y, tal que y € N, é dificil determinar a, tal que, y
€ o resto da divisdo de n“ por m. Além da fundamentacdo tedrica, este exemplo apresenta que
demonstram o processo de encriptacdo e descriptacdo de mensagens.

O primeiro método de criptografia assimétrica foi desenvolvido em 1977 por Ronald

Rivest, Adi Shamir e Leonard Adleman, pesquisadores do Massachusetts Institute of Techno-
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logy (MIT), baseando-se nas ideias de Diffie e Hellman. Rivest e Shamir eram cientistas da
computagao, enquanto Adleman era matematico. O sistema criado ficou conhecido como RSA,
em homenagem ao trio de pesquisadores. O funcionamento do RSA baseia-se na teoria dos
nimeros, especialmente nos conceitos de congruéncia modular e no estudo dos nimeros pri-
mos. A criptografia assimétrica permite ndo apenas a transmissao segura de informagdes, mas
também a autenticacdo da identidade do remetente. Além do RSA, outros métodos amplamente
utilizados incluem Diffie-Hellman, DSA, ElGamal e o algoritmo de curvas elipticas (ECC).

Segundo Rousseau e Saint-Aubin (2015), o método RSA € utilizado para a transmis-
sao de dados sensiveis, como informacdes de cartdes de crédito ou dados bancarios. Contudo,
em mensagens muito extensas, o algoritmo exige cdlculos extremamente longos e complexos,
mesmo quando executados por computadores. Dessa forma, quando uma mensagem nao neces-
sita de protec¢do por um longo periodo, € possivel optar por outros métodos de criptografia mais
leves.

Entre os sistemas de criptografia empregados para o envio de e-mails, destacam-se o
DES (Data Encryption Standard, ou seja, Padrao de Encriptacdo de Dados) e o AES (Advan-
ced Encryption Standard, ou seja, Padrao de Encriptagdo Avancado). Ambos utilizam chaves
privadas, o que significa que o emissor e o receptor devem compartilhar a mesma chave de
encriptacdo. Para garantir maior velocidade e seguranga, a troca da chave é frequentemente
realizada por meio do algoritmo RSA.

A seguir, serd apresentado mais detalhadamente o método RSA, com a explicagdo de
seu funcionamento e exemplos de aplicacdo. Esse método utiliza a teoria das congruéncias
modulares e as propriedades dos niimeros primos. Assim, além da fundamentagdo tedrica,

serdo apresentados exemplos préticos de encriptacdo e decriptacdo de mensagens.

6.2 METODO RSA

O método RSA baseia-se, essencialmente, na escolha de dois nimeros primos p € g, €
no célculo de seu produto n = p X g. A seguranga do método estd em escolher nimeros primos
com muitos digitos, pois para decodificar a mensagem € necessario fatorar o nimero n, que tera
uma grande quantidade de digitos. Atualmente, existem programas capazes de gerar nimeros
primos de grande magnitude; no entanto, ndo ha algoritmo eficiente que consiga fatorar um

nimero muito grande em um tempo vidvel. E importante destacar que a base matematica da
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criptografia € aprendida ainda no Ensino Bdsico, e hoje estd presente em praticamente todas as

atividades realizadas na internet.

Proposicao 71. Considere a,b niimeros naturais. Entdo temos que

mdc(ma,mb) =m-mdc(a,b)

Proposicao 72. Sejam a,b,n niimeros inteiros. Temos que mdc(n,ab) = 1 se e somente se

mdc(n,a) = mdc(n,b) = 1.

Proposicao 73. Sejam a e n dois inteiros com a menor do que n. Se mdc(a,n) = 1, entdo existe

um tnico x € {1,2,3,....n— 1} tal que, ax =1 (mod n).

Para analisarmos os tltimos resultados junto com exemplos, precisaremos das seguintes

defini¢des:

Definicao 74. A funcgdo ¢ (lé-se fi) de Euler, denotada por ¢(n) determina a quantidade de

nimeros naturais menores do que n e relativamente primos com 7. Define-se ¢ (1) = 1.

Definicao 75. Um sistema completo de residuos médulo m € todo conjunto de ndimeros inteiros
cujos restos pela divisdo por m, sdo os nimeros da sequéncia 1,2,3,...,m — 1, sem repeticdes e

numa ordem qualquer.
Definicao 76. Um sistema de residuos médulo m € u conjunto de nlimeros inteiros ry,ry, ..., Fg
tais que:

i) mdc(r;,m) =1 qualquer que seja i

i) r; ndo € congruente a r; se i € diferente de j

iii) Para cada n inteiro tal que, mdc(n,m) = 1, existe i tal que, n é congruente a r; médulo

m.

Teorema 6.1 (Teorema de Euler). Se a é menor do que m e mdc(a,m) = 1, entdo a* =1 (mod m),

sendo que, x = ¢ (m)

As proposicdes, definicdes e teoremas anteriormente mencionadas possuem suas apre-
sentacdes, demonstracdes e aplicacdes em obras como: Fundamentos de Aritmética (Domin-
gues, 1991), Aritmética (Hefez, 2014) e Introducdo a Teoria dos Nimeros (Santos, 2020)

Com estas defini¢Oes, proposicdes, € teoremas podemos pensar em uma situagao hipo-

tética especifica:
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Exemplo 77. Duas amigas muito intimas, Carla e Marla desejam se comunicar por codigos
que garanta a confidencialidade na transmissao de informagdes. para conseguirem manter con-
fidéncias decidiram usar o método RSA. Carla desejava enviar a mensagem M = 19 para a sua
amiga Marla. Mas por seguranga ela ndo podia simplesmente a remeter. Por isso ela e Marla

escolheram um método secreto e seguro de envio de mensagens. o RSA.

Solu¢do

Carla codificou a sua mensagem com o numero M = 19. Marla que ira receber a men-
sagem escolheu dois niimeros primos 7 e 13, calculou o nimero principal n =713 =91.

Para enviar a mensagem M para Marla, Carla faz o cédigo utilizando a chave piiblica de

Marla: 91. Para isso Carla efetua o calculo:
C=M" (mod 91)

A letra x é exatamente um ndmero entre 1 e ¢(91) = 6- 12 = 72. Outro critério para a escolha
do x é que mdc(x,72) = 1. A Carla escolheu x = 17 satisfazendo esses dois critérios.

Procede entdo, com argumentos para determinar o resto da divisdo de 19!7 por 91.

19 = 19 (mod9l),

19 = 197 (mod 91)
Sabendo que 192 = 361, usamos a divisdo euclidiana 361 = 3-91 + 88, e escrevemos:

19° = 88 (mod91),
192.19> = 88-88 (mod 91),

19 = 7744 (mod 91)
Mas dividindo 882 = 7744 por 91 obtemos 7744 = 85-91 +9. Por isto podemos escrever que:

19*

9 (mod 91),
19 = 9% (mod 91)
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Mas 9* = 6561 =72-91+9 e por isso:

191 = 9 (mod 91),
19'.19 = 9.19 (mod 91),

197 = 171 (mod 91)

Pela divisdo euclidiana 171 = 1-91 4 80, escrevemos que:
1917 = 80 (mod 91)

Determinamos C = 80, entdo Carla envia a mensagem codificada para Marla.

A fim de decodificar a mensagem Marla calcula
M = C? (mod 91)

para um certo d tal que satisfaz d-x =1 (mod ¢(n)). O valor de ¢(91) = 72 ja foi calculado
por Marla, s6 resta calcular:
d-17=1 (mod 72)
Usando o Algoritmo de Euclides obtemos que:
72 = 4-17+4

2-4-17 = 4

17 = 4-4+1
Nessa parte, precisamos reunir as informagdes:

1 = 17-4-(72—17-4)
1 = 17-4.72+17-16

1 = 17-17—-4-72

Chegamos no d = 17. Para decodificar a mensagem, Marla faz os cdlculos para determinar o

resto da divisdo de 80!7 por 91. Para chegar na resposta, precisamos comecar com o seguinte
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argumento:

80 = 80 (mod9l),

80° = 807 (mod91)
Calculando 80% = 6800 = 70-91 + 30, determinamos:

80° = 30 (mod91),
6400° = 30° (mod 91),

6400° = 30° (mod 91)
Fazendo 30° = 729000000 = 8010989 -91 + 1, chegamos:

6400° = 1 (mod91),

64002 = 12 (mod 91),

6400'%.807-80%-80 = 1-30-30-80 (mod 91),

807 = 72000 (mod 91)

Verificamos que 72000 = 791 - 91 + 19, finalmente podemos escrever:
80'" =19 (mod 91)

Assim a Marla conseguiu a mensagem da Carla: M = 19.

Usamos aqui um exemplo onde foram escolhidos por Marla, dois nimeros primos 7 € 13
que sdo bem pequenos. Mas podemos programar um computador com este métodos a escolher
dois niimeros primos bem grandes. Sendo assim, os calculos ficam mais trabalhosos e dificeis
de determinar os outros nimeros. O valor do nimero d € calculado pelo computador de Marla
que conhece p e ¢, como também o nimero ¢ (n). Assim, ela decripta a mensagem.

Mas este trabalho tem como publico-alvo estudantes do sexto ano do Ensino Funda-
mental ao terceiro ano do Ensino Médio, bem como professores que atuam nesse segmento
da Educacdo Bdsica. Busca-se, com isso, proporcionar subsidios teéricos e metodologicos que
possibilitem a leitura, o estudo inicial e o aprimoramento do conhecimento, favorecendo a cons-
trucdo de uma fundamentagdo tedrica sélida voltada ao ensino e a aprendizagem da Matematica

na Educacdo Basica.
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7 SEQUENCIA DIDATICA

Agora passarei a considerar uma aplicacdo dos trés fatores primordiais deste trabalho.

Vejamos:

Exemplo 78. Uma escola envia informacdes sigilosas (como senhas de acesso ou notas de
alunos) por meio do sistema de criptografia RSA. Um aluno autorizado recebe uma mensagem
codificada que, ao passar pelo processo de criptografia, resultou no nimero 12. Esse nimero,
por si s, ndo revela o contetido da mensagem, pois foi obtido a partir de um método matemaético
que utiliza conceitos como ndmeros primos e congruéncias. O desafio proposto € justamente o
papel do destinatario autorizado: usando a chave correta e o procedimento matematico inverso
(descriptografia), ele deve descobrir qual era a mensagem original antes de ser transformada em
12.

Solugdo:

Este problema em vez de ser apenas um exercicio abstrato ele representa uma situacao
real de seguranca da informacdo, algo tdo primordial em nossos dias e com ele conseguimos
destacar a importancia da Matematica na prote¢do de dados por meio do método RSA.

O método RSA tem como argumento a escolha de dois nimeros primos bem grandes
para ser a chave publica, que denotamos por n, que € igual ao produto desses dois primos. Por
isso o valor de n acaba sendo também enorme. Este fato dificulta a fatoracdo de n. Mas como
iremos apresentar os calculos, o uso e a funcionalidade do método, vamos supor que o aluno
escolheu dois nimeros primos pequenos para facilitar as contas e informa a escola o nimero
principal n, tal que, considerando p e g dois nimeros primos, tais que, p =5 e ¢ = 11 entdo,
n=p-q=5-11=>55.

O aluno ainda calcula: ¢(55)=(5—1)-(11—1)=4-10=40

Figura 47 — Phi de Euler - barra de comando

FROM THE MAKERS OF WOLFRAM LANGUAGE AND MATHEMATICA

% Wolfram

9(55)

NATURAL LAMGUAGE !Ea MATH INPUT EXTENDED KEYBOARD EXAMPLES UFPLOAD RANDOM



Figura 48 — Phi de Euler - resposta

Input

H55)

Result

40

Divisors

1 15 11 | 55

Prime factorization

55 =5x11 (2 di

&. Download Page
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' [ Step-by-step solution |

; + Step-by-step solution ﬁ

|« Step-by-step solution

POWERED BY THE WOLFRAM LANGUAGE

Com este n em maos entdo, a escola que deseja codificar a mensagem M = 23, escolhe

x que satisfaca as seguintes condicoes:

O ndmero x estd entre 1 e ¢(55) = 40, e ainda mdc(x,40) = 1, de modo que ele resolva

a congruéncia C = M* (mod 55).

Por isso, a escola escolhe x = 3. Para determinar o valor do C resolvendo a congruéncia:

C =23* (mod 55)
C =23’ (mod 55)
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Figura 49 — Resolugio da congruéncia: 23 = C (mod 55)

FROM THE MAKERS OF WOLFRAM LANGUAGE AND MATHEMATICA

& WolframAlpha

233 = C (mod 55) (=]

T NATURAL LANGUAGE | f§3 MATH INPUT B EXTENDED KEYBOARD i EXAMPLES 4 UPLOAD 34 RANDOM

Input interpretation

solve 23% = ¢ (mod 55)

Solution in the least residue system

C=12 (mod 55)

General solution

C=55n+12 and ne Z

: the set of integers
& Download Page POWERED BY THE WOLFRAM LANGUAGE

Mas, se a escola escolhesse outro nimero que satisfaca as condi¢des anteriores também

daria C = 12, por exemplo, se escolher x = 7:

Figura 50 — Resolugio da congruéncia: 237 = C (mod 55)

FROM THE MAKERS OF WOLFRAM LANGUAGE AND MATHEMATICA

% WolframAlpha

237 = C (mod 55) a

$k NATURAL LANGUAGE | [ MATH INPUT B0 EXTENDED KEYBOARD 333 EXAMPLES 4 UPLOAD 3@ RANDOM
Input interpretation
7 . jcg
solve 23" =€ (mod 55)
Solution in the least residue system

C=12 (mod 55)

General solution

C=55n+12 and ne Z

£ is the setof integers
3, Download Page POWERED BY THE WOLFRAM LANGUAGE

A escola envia ao aluno a mensagem criptografada C = 12. O aluno comega o0 processo

de descriptografia, isto é, ele precisa resolver a congruéncia modular:

M =4 (mod 55)
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Para isso, o d deve satisfazer:
x-d =1 (mod 40) 3-d =1 (mod 40)

Mas como o d depende do ¢ (55) = 40 e este depende de p e ¢, que em modo geral sdo
escolhidos entre os primos bem grandes. Consequentemente o valor do d também serd bem
grande. Mas como explicado anteriormente p e g foram escolhidos pequenos para efeito de
demonstracdes dos célculos. Por isso, neste exemplo o valor do d ndo serd tdo grande.

Digitando na barra de comando do Wolfram Alpha, 3-d = 1 (mod 40), ele obtém:

Figura 51 — Resolug@o da congruéncia: 3-d = 1 (mod 40)

FROM THE MAKERS OF WOLFRAM LANGUAGE AND MATHEMATICA

2% Wolfram

3-d=1 (mod 40) ﬂ‘

L
&
:

-4 L LAt ffa MATH INFUT B EXTENDED KEYBOARD i} EXAMPLES

nput interpretation

solve 3d=1

d=40n+ 27 nef

POWERED BY THE WOLFRAM LANGUAGE

& Download Page

Portanto, o aluno conclui que d = 27. Ele deve agora descriptografar a mensagem C =

12. Entdo, é necessario calcular o valor de M, que € a mensagem original tal que,
M = C? (mod 55)

Para valores bem grandes da variavel d, este € um processo muito longo, demorado e dificil.
Por isso, recorremos ao Teorema Chinés dos Restos desmembrando o d em d), € d,, com 0s
quais o aluno faz menos célculos e resolve a questdo. Para isso, ele monta um sistema auxiliar.

Explicaremos teoricamente a montagem do sistema auxiliar, em alguns passos:



109

Passo 1: De acordo com a sétima propriedade das congruéncias vii), transformamos a

equaciio M = C? (mod 55) no seguinte sistema,

M =C? (mod 5)

M =C?% (mod 11)

Podemos construir o sistema similar da seguinte maneira:

M =4 (mod 4) (mod 5)

M = ¢4 (mod 10) (mod 11)

Ja com este sistema, trabalharemos com poténcias no contexto da aritmética modular. Essa teo-
ria permite a substituicdo de poténcias com expoentes elevados por poténcias equivalentes com
expoentes menores, preservando o mesmo resto na divisdo modular. Tal procedimento € espe-
cialmente vantajoso, pois evita a realizagdo de cdlculos envolvendo poténcias muito grandes e
simplifica significativamente a resolucao dos problemas propostos. Sem modificar o resultado,
conseguimos formalizar a descriptogafia com o uso do Teorema Chinés dos Restos.

Passo 2: Usaremos o Corolério do Pequeno Teorema de Fermat 4.7 para calcular con-
gruéncia com valores menores e admitindo que p nao divide C, se ndo, a mensagem seria nula,

por 1SS0 escrevemos:

Cc’~'=1 (mod p)
Analogamente, a equacdo funciona para o primo ¢: C¢~! = 1 (mod q)
Passo 3: Para mostrar que C¢ = C? (4 »=1) (mod p), precisamos do algoritmo da
divisdo:
d=q(p—1)+d,, onde0<d,<p-—1

Elevando C a d, usando o passo anterior, algebricamente entendemos que:

¢! =(1)4.¢% =% (mod p)

Analogamente, repetimos o processo para o primo g € chamamos o resto da divisdo de
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Concluindo que
M =C% (mod 5)

M = C% (mod 11)

Passo 4: O sistema auxiliar é

M = C% (mod 5)

M = C% (mod 11)
Pelo passo 3 sabemos que € equivalente ao sistema inicial.

M = C¢ (mod 5)
M =C? (mod 11)

Vamos aplicar essa demonstracdo usando o Wolfram Alpha. Primeiro, iremos calcular
os expoentes d), e d,. Digitando na barra de comando d,, =27 (mod 4), o aluno obtém a resposta
qued, =3
Figura 52 — dp Barra de Comando e Resposta

FROM THE MAKERS OF WOLFRAM LANGUAGE AND MATHEMATICA

| % Wolfram

dp =27 (mod 4)

I=
&

B[ NATURAL [fa MATH INPUT B EXTENDED KEYBDARD  §if EXAMPLES

Using closest Wolfram|Alpha interpretation: 27 (mod 4) @

27 mod 4

Result

3
Modular equivalence

27=3+6-4

Agora, digitando na barra de comando do Wolfram Alpha d; =27 (mod 10):
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Figura 53 — dq na barra de comando e resposta

FROM THE MAKERS OF WOLFRAM LANGUAGE AND MATHEMATICA

% WolframAlpha

dq =27 (mod 10) B
B NATURAL LANGUAGE | [ MATH INPUT f EXTENDED KEYBOARD i EXAMPLES # UPLOAD 34 RANDOM
Using closest Wolfram|Alpha interpretation: 27 (mod 10) @

Input

27 mod 10
Result

7

Modular eguivalence

27=7|+2~10

Obtemos a resposta que d, = 7. Agora ele monta o seguinte sistema auxiliar de congru-
éncia,
M = C? (mod 5)
M=C" (mod 11)

Vamos digitar na barra de comando do Wolfram Alpha

M =123 (mod 5),M = 127 (mod 11)

Figura 54 — Barra de comando: Sistema de Congruéncia

FROM THE MAKERS OF WOLFRAM LANGUAGE AND MATHEMATICA

% WolframAlpha

M =12*3 (mod 5), M = 12*7 (mod 11) B

Bk NATURAL LANGUAGE || ff MATH INPUT B8 EXTENDED KEYBOARD 3% EXAMPLES 4 UPLOAD 3@ RANDOM

Input interpretation:
3 1
M=12" (mod 5)

solve
M =127 (mod 11)

Solution in the least residue system:
M =23 (mod 55)

General solution

M=55n+23 and ne Z

Concluimos entao que a mensagem original € 23.
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Este problema em vez de ser apenas um exercicio abstrato ele representa uma situacao
real de seguranca da informacao, algo tdo primordial em nossos dias e com ele conseguiremos
destacar a importancia da Congruéncia e do Teorema Chinés dos Restos dentro da Teoria dos
Nimeros na protecdo de dados pessoais.

Observamos aqui que a Congruéncia Modular é uma ferramenta excelente usando con-
ceitos basicos da Teoria dos Numeros, permite estabelecer propriedades como o Teorema Chi-
nés dos Restos, e utilizacdo dos restos das divisdes entre nimeros inteiros. Conseguimos assim
visualizar a sua aplicabilidade por meio da criptografia e em especial o Método RSA. Apresen-
tamos os conceitos classicos da teoria de congruéncia modular e algumas de suas propriedades.
Ademais, ilustramos alguns cendrios de aplicacdes as resolugdes de problemas. A metodologia
deste projeto fundamenta-se na motivacdo de professores e alunos engajados no Ciclo Dois do
Ensino Fundamental e Ensino Médio, Por isso € bom relembrarmos que:

1. Contextualizacdo Relevante: A escolha de trabalhar com criptografia RSA traz sig-
nificado pratico ao conteido matematico abstrato. O exemplo da escola enviando informacdes
sigilosas conecta-se com a realidade digital dos estudantes, tornando o aprendizado mais moti-
vador.

2. Integracdo de Ferramentas Tecnoldgicas: O uso sistematico do Wolfram Alpha como
recurso de validacdo e apoio é bem estruturado. As capturas de tela ilustram claramente como
os alunos podem verificar seus célculos, promovendo autonomia e confianca.

3. Progressdao Conceitual: A sequéncia dos conteudos demonstra como conceitos apa-
rentemente desconexos (nimeros primos, congruéncias, Teorema Chinés dos Restos) conver-
gem para uma aplicacdo prética sofisticada.

4. Precisamos entdo alinhar com a BNCC pois: A explicitacdo das habilidades da
BNCC: (EM13MAT101, EMI3MAT102, EM13MAT301, EM13MAT405) fortalece a proposta
e facilita sua implementacao por outros professores pois elas podem serem resumidas em:

* EM13MAT101: Interpretar e resolver problemas que envolvam nimeros inteiros, di-
visibilidade e relagdes algébricas, utilizando diferentes estratégias e representagdes.

* EMI3MAT102: Investigar propriedades numéricas e algébricas, estabelecendo con-
jecturas, generalizagdes e validacdes por meio de exemplos e contraexemplos.

* EM13MAT301: Resolver e elaborar problemas que envolvam congruéncia modular,

explorando regularidades e padrdes numéricos.
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* EM13MAT405: Utilizar tecnologias digitais para investigar, modelar, simular e validar
resultados matematicos, analisando criticamente as solucdes obtidas.

Como analisamos acima, podemos entdo introduzir: “Uma certa mensagem 12 foi crip-
tografada pelo método RSA e enviada para o seu destinatdrio.”; e propor 0s seguntie passos:

- Motivagdo e Contextualizagao

* Problematizacao inicial: Discussao sobre seguranca digital e necessidade de criptogra-
fia.

 Apresentagdo do desafio: “Como descriptografar a mensagem 12”.

* Exploracao de conceitos prévios: Revisdo de conceitos, nimeros primos, divisibilidade
e resto da divisdo.

- Congruéncias e Funcdo de Euler.

* Introducao as congruéncias: Definicao, exemplos, propriedades bésicas.

* Funcdo ¢ de Euler: Conceito, cdlculo, pratica com Wolfram Alpha.

* Atividade pratica: Exercicios de fixagao com aplicacdo no Wolfram Alpha.

- Teorema Chinés dos Restos e Aplicacdo no RSA

* Apresentacdo do TCR: Enunciado e estratégia de resolucao.

* Resolucdo do desafio: Descriptografia da mensagem passo a passo.

* Sintese e reflexdo: Importancia da matemdtica na seguranca digital.

O exemplo € extremamente denso para estudantes do 6° ano 9°. Mas alguns alunos
diferenciados dessas séries € que fazem cursos especificos como o PIC - OBMEP, poderao
tirar muito proveito do artigo. Quando pensamos em relacdo a alunos do Ensino Médio, a
complexidade deste texto ¢ adequada. Este texto em especial deverd ajudar aos alunos em
curso de formacdes continuadas extracurriculares em seu continuo aprendizado da Teoria dos
Numeros.

Ao avaliar da aprendizagem

* A observagao da participacao durante as atividades.

* A verificagdo dos célculos intermediérios.

* A andlise dos registros no roteiro do estudante.

Com a aplicag¢do de uma Avaliacdo Somativa conseguiremos:

* Problema desafio: Descriptografar uma nova mensagem usando RSA simplificado.

* Questdes conceituais: Explicar por que o TCR funciona, importancia dos nimeros

primos no RSA.
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* Aplicacdo prética: Criar um sistema simples de criptografia.

Possiveis critérios de andlise da aprendizagem pode-se fazer através da:

- Compreensao dos conceitos fundamentais ( 30% ).

- Execucdo correta dos procedimentos ( 40% ).

- Uso adequado do Wolfram Alpha ( 15% ).

- Capacidade de explicar o raciocinio ( 15% ).

Reserve tempo para os alunos refletirem sobre:

* “Qual foi a parte mais dificil? Por qué?”

* “Onde vocé pode usar esse conhecimento?”

* “O que vocé aprendeu sobre seguranca digital?"

A Sequéncia Didética pode ser descrita com o seguinte roteiros de aulas:

Roteiro de Aulas:

1. Alinhamento com a BNCC: atentar pontos da BNCC durante as atividades as habili-
dades e competéncias relacionados com por exemplo:

- EM13MAT101: Interpretar situacdes-problema envolvendo nimeros e suas operagdes.

- EM13MAT102: Utilizar propriedades dos nimeros e operagdes.

- EM13MAT301: Resolver problemas com linguagem matematica e argumentacao 16-
gica.

- EM13MAT405: Utilizar tecnologias digitais na resolu¢ao de problemas matematicos.

As habilidades deverdo serem desenvolvidas ao longo das aulas por meio da resolucao
de problemas, uso de tecnologia e aplicac¢do pritica da matematica na criptografia.

2. Objetivo Geral

Compreender conceitos da Teoria dos Numeros aplicados a criptografia RSA.

Objetivos Especificos

- Revisar nimeros primos, divisibilidade e resto da divisao

- Compreender congruéncias modulares - Estudar a funcao ¢ de Euler - Aplicar o Teo-
rema Chinés do Resto

- Resolver um problema de descriptografia

- Utilizar o Wolfram Alpha como ferramenta de confirmagado de resultados

3. Preparagdo do Professor

- Estudar previamente o uso do Wolfram Alpha

- Resolver completamente o problema proposto
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- Antecipar dividas comuns (ex: interpretacdo de congruéncias)

4. Desenvolvimento de conceitos bdsicos em 10 aulas de 50 minutos cada.

Etapa 1: Introducdo de conceitos e revisdo de outros conceitos

Aula 1 — Problematizacdo - Discussdo: seguranca digital e criptografia - Pergunta nor-
teadora: “Como proteger informag¢des na internet?”

Aula 2 — Apresentacdo do desafio - Proposta: “Como descriptografar a mensagem 1277

- Debate: por que isso € dificil?

Aula 3 — Revisao de conceitos prévios

- Definicdo de Numeros Primos e determina¢do de uma sequéncia dos menores primos
positivos.

Aula 4 — Revisdo de conceitos prévios

- Divisibilidade: andlise de critérios de divisibilidades

- Resto da divisdo

- Exercicios contextualizados

Etapa 2 — Congruéncias Modulares

Aula 5 — Congruéncias:

- Definicdo e resolugdes de exercicios exemplos

- Apresentacdo de Propriedades Bédsicas Fundamentais

- Exercicios

Aula 6 — Pratica com tecnologia

- Uso do Wolfram Alpha para resolver os exercicios da Aula4 e 5.

Etapa 3 — O Teorema Chinés do Resto e Aplicacao no método RSA:

Aula 7 — Teorema Chinés do Resto

- Enunciado

- Estratégias de resolucdes

- Resolucdes com o Wolfram Alpha

Aula 8 — Fung@o ¢ de Euler

- Conceito e utilizacao

- Célculos e identificacdo de resultados

- Aplicacdes com tecnologia Wolfram Alpha

Aula 9 — Resolucdo do desafio proposto de inicio:

- Descriptografia passo a passo
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- Uso do Wolfram Alpha

Aula 10 — Sintese e reflexao:

- Uma andlise dos alunos sobre

- Importancia da matemadtica na seguranga digital

- Aplicagdes reais do RSA - Discussao final

A sequéncia didatica apresenta nucleo conceitual sélido, contextualizacdo significativa
e integragdo tecnoldgica adequada. A articulacdo entre Teoria dos Numeros e criptografia, por
meio do sistema RSA, demonstra ao estudante que a matemadtica transcende o ambiente escolar,
constituindo elemento fundamental da segurancga digital contemporinea. Além de desenvolver
competéncias algébricas, a proposta estimula argumentacdo matemaética, investigacdo e pensa-
mento critico, consolidando a aprendizagem significativa.

Entdo, dividindo a turma em dois grupos, de modo que um grupo faga a Criptografia
e o outro a Descriptografia, pode-se utilizar 3 horas/aulas de 50 minutos cada, para os alunos
resolverem a sua parte do problema e a cada cdlculo que os alunos fizerem da funcao de Euler,
resolucdo de congruéncia e sistema de congruéncia, mostrar a resolugdo no Wolfram Alpha
como garantia que o método funciona gracas a Aritmética Modular e que ainda o Teorema
Chinés dos Restos minimiza os processos, ou seja, fazemos cdlculos menores.

A aplicagdo dos conceitos de divisibilidade, potenciagdo modular, nimeros primos, con-
gruéncia e sistemas de congruéncias ocorre de forma integrada especialmente na resolugao de
problemas da Teoria dos Numeros e da criptografia. A divisibilidade permite analisar relacdes
entre inteiros e identificar fatores comuns, sendo fundamental para reconhecer niimeros primos,
que sdo aqueles divisiveis apenas por 1 e por eles mesmos e que desempenham papel central
em métodos criptogrificos. A congruéncia estabelece uma relacdo entre nimeros que deixam
0 mesmo resto na divisdo por um mddulo, possibilitando simplificar cdlculos envolvendo intei-
ros grandes. A potenciacdo modular, por sua vez, utiliza propriedades das congruéncias para
calcular poténcias elevadas de maneira eficiente, reduzindo resultados ao resto da divisao por
um modulo. J4 os sistemas de congruéncias permitem determinar um nimero que satisfaga
simultaneamente vdrias condi¢cdes modulares, sendo resolvidos, por exemplo, pelo Teorema
Chinés dos Restos, o que torna possivel acelerar calculos e garantir seguranca e eficiéncia em

aplicacdes matemdticas e computacionais.
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8 CONSIDERACOES FINAIS

Uma célebre frase atribuida a Nikolai Lobachevsky (1792-1856) afirma que: “Nao ha
ramo da matematica, por mais abstrato que seja, que um dia ndo possa ser aplicado a fendmenos
do mundo real.” Essa citagdo expressa a conviccdo do matemaético russo de que a matematica,
mesmo em seus niveis mais tedricos, possui potencial para aplicagdes préticas em diferentes
contextos.

O significado da frase revela a crenca de Lobachevsky de que, embora a matematica
possa parecer puramente abstrata, ela mantém uma relacdo intrinseca com o mundo fisico e, em
algum momento, encontrard formas de descrever, representar e modelar a realidade.

O impacto dessa visdo € notdvel, pois evidencia sua filosofia matematica, que valorizava
a conexao entre a abstracdo tedrica e a aplicabilidade pratica. Essa perspectiva antecipou um
principio fundamental da matematica e da fisica modernas: a utilidade universal das ideias
matematicas na compreensao e explicagdo dos fendmenos do mundo real.

Neste texto desenvolvemos varios assuntos como por exemplo a Algebra que em suma
¢ tedrica, mas que pudemos visualizar de vérias formas a sua aplicabilidade.

Podemos concluir em trés pontos:

1) Introducgao

O presente projeto tem como propdsito o desenvolvimento de atividades voltadas ao
treinamento para olimpiadas de matemaética, bem como a oferta de oficinas destinadas a
alunos interessados em aprofundar seus conhecimentos além do conteido regularmente
abordado em sala de aula. A iniciativa visa estimular o raciocinio 16gico, o pensamento
critico e o interesse pela Matemadtica, contribuindo para a formacao de estudantes mais

autdonomos e preparados para desafios académicos e competitivos.

1) Justificativa

A proposta surgiu a partir da necessidade de incentivar os estudantes a aprimorarem
seu desempenho em olimpiadas de Matematica e, consequentemente, enfrentarem Pro-
vas, Vestibulares e as etapas do Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) com maior

seguranga e tranquilidade.

Observa-se que o contetddo referente as congruéncias modulares, por exemplo, ndo in-
tegra o curriculo do Ensino Bdsico, apesar de sua base tedrica ser introduzida ainda

no Ensino Fundamental. O dominio desse conhecimento representa uma ferramenta de
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grande utilidade na resolucdo de problemas matematicos, permitindo abordagens mais

répidas, seguras e eficientes.

Além disso, a resolucao de exercicios utilizando congruéncias modulares possibilita ao
aluno empregar estratégias diversas para alcancar o resultado esperado, o que se torna
um diferencial importante em olimpiadas como a Canguru, OBMEP e OBM, nas quais o
fator tempo é decisivo. Assim, acredita-se que o ensino desse conteido pode contribuir

significativamente para o desempenho dos participantes.

Objetivos

3.1 Objetivo Geral: Promover o estudo e a aplicacdo das Congruéncias Modulares e
do Teorema Chinés dos Restos como ferramenta de apoio a resolucdo de problemas
matematicos, com foco na preparagdo para olimpiadas e avalia¢des externas. Utilizando

um método computacional para justificar as solucoes.
3.2 Objetivos Especificos:

Incentivar o interesse dos alunos pela Matemdtica por meio de oficinas e treinamentos

especificos;

Explorar o uso das congruéncias modulares na resolu¢do de problemas praticos e tedri-
Cos;

Desenvolver o raciocinio 16gico e a autonomia intelectual dos estudantes;

Preparar os participantes para competi¢des e avaliagdes, aprimorando suas estratégias
de resolugdo e gestdo do tempo durante as provas. A partir dai € esperado que eles

consigam desenvolver um maior raciocinio légico nas provas do ENEM, concursos e

etc, bem como em todas as etapas de suas atividades.



119

REFERENCIAS

CARRAHER, T. N.; CARRAHER, D. W.; SCHLIEMANN, A. L. D. Na vida dez, na escola
zero. Sao Paulo: Cortez, 1988.

DOMINGUES, H. H. Fundamentos de Aritmética. Sdo Paulo: Atual, 1991.

HEFEZ, A. Aritmética. Rio de Janeiro: Sociedade Brasileira de Matematica, 2014. (Colecdo
PROFMAT).

HEFEZ, A. Iniciacdo a Aritmética. Rio de Janeiro: IMPA/OBMEP, 2015.

SANTOS, J. P. d. O. Introducéo a Teoria dos Nimeros. 3. ed. Rio de Janeiro: IMPA, 2020.



	Introdução
	Contexto histórico do Teorema Chinês dos Restos

	Modelagem Matemática e Recurso Computacional
	Resolução de Problemas
	Diferença entre Problemas e Exercícios

	Sequência Didática

	Linguagem Wolfram Alpha
	História do Wolfram Alpha
	Origem e desenvolvimento
	Evolução e expansões
	Utilização e impacto

	Telas de uso

	Conceitos básicos de Teoria dos Números
	Divisibilidade
	Critérios de Divisibilidade 

	Números Primos
	Máximo Divisor Comum
	Divisão Euclidiana
	Algoritmo de Euclides
	Teorema de Bézout
	Pequeno Teorema de Fermat e Congruência
	Equações Diofantinas Lineares

	Teorema Chinês dos Restos
	Uma Introdução de Aplicações da Teoria dos Números na Criptografia
	Teoria básica
	Método RSA

	Sequência Didática
	Considerações finais
	 REFERÊNCIAS

