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“Desde que existe como ciéncia, a Fisica tem como seu objetivo mais cobicado a solugdo do
problema de condensar todos os fendmenos naturais num tvinico principio. Dentre as leis mais
ou menos gerais que marcam as conquistas da ciéncia fisica durante o curso dos tltimos
séculos, o principio da minima agdo é talvez aquele que, no que se refere a forma e ao
conteiido, mais se aproxima desse objetivo final da pesquisa teorica.”

- Max Planck



RESUMO

Nesta dissertacdo, exploramos aspectos da formulag@o variacional da mecanica quantica pro-
posta por Julian Schwinger, estruturada em duas partes principais: cinemadtica e dinamica. A
parte cinematica trata do estudo das medi¢des seletivas na mecanica quantica, permitindo a
constru¢cdo de uma 4dlgebra de simbolos de medicao. J4 a dinAmica concentra-se nas variagoes
infinitesimais unitdrias das funcdes de transformacao, nas quais Schwinger introduziu o ope-
rador acdo como elemento central dessas variagdes, fundamentando assim o principio da ac¢ao
quantica. Demonstramos como esse principio conduz naturalmente as formulagdes de Schro-
dinger e Heisenberg. Além disso, derivamos outras ferramentas, como as equacdes candnicas
de Hamilton para operadores quanticos e uma versao quantica da equacao de Hamilton-Jacobi.
Aplicamos alguns dos métodos baseados no principio de Schwinger para determinar as funcdes
de transformagdo da particula livre e do oscilador harmdnico. Por fim, analisamos o modelo de
osciladores acoplados unidimensionais, resolvendo-o por meio de técnicas de desacoplamento
que transformam o sistema em osciladores independentes, representando os modos normais.

Determinamos a func¢ado de transformacgdo do sistema e suas autoenergias.

Palavras-chave: Simbolos de Medicao; Funcao de Transformacao; Principio da Acdo

Quantica; Osciladores Acoplados.



ABSTRACT

In this dissertation, we explore aspects of the variational formulation of quantum mechanics
proposed by Julian Schwinger, structured into two main parts: kinematics and dynamics. The
kinematic part deals with the study of selective measurements in quantum mechanics, allowing
for the construction of an algebra of measurement symbols. The dynamic part focuses on infini-
tesimal unitary variations of transformation functions, in which Schwinger introduced the action
operator as the central element of these variations, thus establishing the principle of quantum
action. We demonstrate how this principle naturally leads to the Schrodinger and Heisenberg
formulations. Additionally, we derive other tools, such as Hamilton’s canonical equations for
quantum operators and a quantum version of the Hamilton-Jacobi equation. We apply some of
the methods based on Schwinger’s principle to determine the transformation functions of the
free particle and the harmonic oscillator. Finally, we analyze the model of one-dimensional
coupled oscillators, solving it through decoupling techniques that transform the system into
independent oscillators, representing the normal modes. We determine the system’s transfor-

mation function and its eigenenergies.

Keywords: Measurement Symbols; Transformation Function; Principle of Quan-

tum Action; Coupled Oscillators.
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1 INTRODUCAO

Os principios variacionais desempenham um papel fundamental na fisica, pois englo-
bam diversas ferramentas matemadticas e principios fisicos. Na mecanica cldssica, destaca-se
o principio da minima acdo de Hamilton, que estabelece que a evolu¢do de um sistema fisico
ocorre de modo a tornar a agdo minima (ou, mais geralmente, estaciondria). A partir desse prin-
cipio, é possivel derivar as equagdes de Euler-Lagrange, as equacdes candnicas de Hamilton
e a formulacdo de Hamilton-Jacobi, além de demonstrar o principio de Noether e o teorema
do virial (LAGRANGE! |1887; HAMILTON, 1834; NOETHER, [1918}; (CLAUSIUS| |1862). Os
principios variacionais representam uma das ferramentas matematicas mais proximas de um
principio unificador das leis da fisica (LEMOS, 2013; MARION, 2013).

Inspirado nessa concepgao, o fisico estadunidense Julian Schwinger desenvolveu uma
formulacdo variacional da mecénica quantica, conhecida como principio da a¢do quantica. A
formulacao de Schwinger € uma das mais abrangentes da mecanica quantica e estd em paralelo
com a formulacdo de integrais de caminho de Feynman (SCHWINGER, [1960; FEYNMAN,
1948; FEYNMAN; HIBBS/|1965). Ambas tém raizes nas tentativas de Dirac de estabelecer uma
conexao entre a fungdo de transformacdo quantica e a a¢do classica (DIRAC, 1933)). O principio
da acdo quantica € construido a partir das variagdes infinitesimais da funcdo de transformacdo
e da definicao do operador a¢do quantico, que governa essas variagoes.

A formulacdo de Schwinger € dividida em dois aspectos principais: cinematica e dina-
mica. No contexto da cinemdtica, ela envolve um estudo detalhado dos processos de medida
na mecanica quantica. Um experimento de medida na mecanica quantica consiste em preparar
um sistema em um estado quantico que, ao interagir com um aparato experimental destinado a
medir uma quantidade fisica, € selecionado para um novo estado quantico. Schwinger chamou
esse processo de medida seletiva. Esse conceito permitiu atribuir um significado matematico
preciso aos projetores quanticos, associando-os a processos de medidas seletivas. Tais objetos
foram denominados por Schwinger de simbolos de medi¢do. Com base nisso, ele construiu uma
algebra para esses simbolos de medicdo (SCHWINGER, 1955; SCHWINGER; ENGLERT et
al2001; MELO; PIMENTEL; RAMIREZ] 2011)).

No contexto dindmico, o principio da acdao quantica é formulado a partir da definicao
do operador acdo quantico, cujas variagdes infinitesimais induzem transformagdes unitarias nas

funcdes de transformacdo. A partir desse principio, pode-se derivar ferramentas matematicas
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fundamentais, como a equacao de Schrodinger e as equacdes de Heisenberg, que permitem obter
as funcdes de transformacio dos sistemas quanticos (SCHRODINGER, [1926; [HEISENBERG,
1985). Além disso, € possivel extrair uma versdo quantica das equagdes canodnica de Hamil-
ton e também da equacdo de Hamilton-Jacobi. A importancia da formulagdo de Schwinger
reside em sua capacidade de unificar diversas ferramentas e principios fundamentais da meca-
nica quantica. Além de trazer novas técnicas para resolucdo dos sistemas quanticos, podendo
adaptar vdrias ideias do principio da acdo cldssica para o principio da acdo quantica (MELO;
PIMENTEL; RAMIREZ, 2013).

Nesta dissertacao, aplicamos a formulacdo de Schwinger para determinar a funcdo de
transformacdo e os niveis de energia de uma rede linear de osciladores acoplados. Escolhemos
esse modelo devido a sua relevancia na fisica do estado sélido, especialmente na descri¢dao de
fendmenos vibracionais em materiais.

Neste contexto, dentre os fendmenos associados a essas vibracdes, destaca-se o par de
Cooper, um dos aspectos mais intrigantes da supercondutividade. Esse fendmeno ocorre em
materiais supercondutores a temperaturas extremamente baixas, onde dois elétrons, que nor-
malmente se repeliriam devido a carga negativa, passam a se atrair indiretamente, formando um
par, por meio da interacdo com as vibragdes da rede cristalina, causada por particulas conheci-
das como fonons (BARDEEN; COOPER; SCHRIEFFER|, [1957).

Esse acoplamento da origem aos chamados pares de Cooper, cuja formacdo € essencial
para o surgimento do estado supercondutor, permitindo a conducdo elétrica sem resisténcia.
Esse mecanismo desempenha um papel crucial na determinagdo das propriedades eletronicas
do material e influencia sua resposta a campos externos, sendo um dos pilares fundamentais
para a compreensdo da supercondutividade.

O modelo que tratamos nessa dissertacdo é uma simplificacio, pois assumimos 0sci-
ladores idénticos e restrito a uma Unica dimensdo. No entanto, acreditamos que as técnicas
empregadas na resolucdo desse sistema possam ser estendidas para configuragdes mais gerais
em duas ou trés dimensdes, incorporando osciladores com diferentes propriedades (massas e
constantes de molas). Demonstramos que o sistema pode ser descrito por meio de uma trans-
formacgdo que leva a um conjunto de osciladores desacoplados, cada um correspondente a um
modo normal de vibracao.

No Capitulo 2, apresentamos alguns aspectos da teoria algébrica dos simbolos de medi-

cdo, culminando na interpretacio probabilistica da funcdo de transformagdo, um dos elementos
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centrais da formulagdo de Schwinger. No Capitulo 3, discutimos as variacdes infinitesimais
unitdrias das fungdes de transformacao e sua relacdo com a variacao da acdo quantica. Além
disso, derivamos algumas ferramentas do principio da a¢do quantica uteis para a determina-
cdo da funcdo de transformac¢@o em sistemas quanticos, finalizando o capitulo com a resolu¢do
dos casos da particula livre e do oscilador harmdnico. No Capitulo 4, determinamos a fun¢do
de transformacao e o espectro de energia na descricdo dos modos normais de dois osciladores

acoplados, e, por fim, generalizamos os resultados para o caso de IV osciladores.
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2 ALGEBRA DE SIMBOLOS DE MEDICOES QUANTICA

A formulagdo variacional da mecénica quantica desenvolvida por Julian Seymour Schwin-
ger provém de um estudo extenso de uma andlise alternativa dos processos de medidas associ-
ados a cinemadtica da mecanica quantica. Em 1955, na conferéncia de Les Houches, exp0s suas
ideias sobre a constru¢do de uma algebra partindo dos resultados de medidas de um sistema
quantico (SCHWINGER| [1955; MELO; PIMENTEL; RAMIREZ, 2011).

Neste estudo, Schwinger reconheceu que o ato de medir estd intimamente relacionado a
preparacao de um sistema em um estado quantico especifico, o qual, ao interagir com o aparato
experimental, € selecionado para um novo estado quantico. Dentro dessa concepgao, ele atribui
um significado aos operadores de projecdo, que ele chama de simbolos de medicdo (SCHWIN-
GER| [1955; MELO; PIMENTEL; RAMIREZ, 2011; SCHWINGER; ENGLERT et al., 2001).
Como veremos neste capitulo, um simbolo de medi¢do é um objeto matemdtico associado ao
processo de medida, responsdvel por aceitar ou rejeitar sistemas com determinados estados
quanticos.

Neste capitulo, exploraremos alguns aspectos da dlgebra dos simbolos de medigdo,
que Schwinger chama de cinemadtica (SCHWINGER, |1955; MELO; PIMENTEL; RAMIREZ,
2011; SCHWINGER; ENGLERT et al., 2001)). Para ilustrar a relacdo entre simbolo de medi¢ao
e o processo de medida, utilizaremos o experimento de Stern-Gerlach como exemplo. Supomos
que o leitor ja esteja familiarizado com os postulados da mecanica quantica e com a notacao de

Dirac (DIRAC, [1981)).

2.1 SIMBOLOS DE MEDICAO

Considere uma quantidade fisica A com um conjuntos de autovalores {a; }% ;, a equagdo

de autoestados dessa quantidade é dada por

Ala;y = ailai)  (i=1,...,N), @.1)
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no qual o conjunto de autoestados {|a;)}, forma uma base ortonormal ({(a;|a;) = &;;). O

operador A representado na prépria base é

N
A= "aila:) (ail. (2.2)
=1
Schwinger chama o ket-bra da Eq. (2.2)) de simbolo de medig¢do, o qual denotaremos por
M,, = |a;) {a;], (2.3)

esse simbolo estd associado ao processo de medida que seleciona sistemas que estejam apenas
no estado |a;) e, rejeita aqueles que estdo em outros estados diferentes. Tal processo é chamado

de medida seletiva.
2.1.1 Adigao

A adicao de dois simbolos de medicdo € representada por
My, + My, (2.4)

que ¢ um novo simbolo de medigdo que aceita sistemas apenas no estado |a;) ou |a;). A soma

de todos os simbolos associado ao observavel A obedece a relacdo de completude:
N
> M, =1, (2.5)
i=1

sendo que 1 é o simbolo de medi¢io que aceita sistemas em qualquer estado do observével A,

chamamos-o de simbolo identidade.
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2.1.2  Multiplicacao

A multiplicacao de dois simbolos de medicao € representada por

~ ~

Nty M, (2.6)

que pode ser entendida como medidas seletivas sucessiva. A leitura da ordem sequencial da
multiplicagdo de simbolos de medigdo € feita da direita para esquerdd®} No caso da Eq (2.6),
primeiro € realizado uma medida seletiva do estado |aj> e, em seguida, € realizado uma medida

seletiva do estado |a;). Se i = j, temos que
M, M,, = M, 2.7)

expressa o fato de que fazer duas medidas seletivas consecutivas do mesmo estado € equivalente
a fazer uma unica medida desse estado.

Por outro lado, se ¢ # j, entdo temos
M, M,, =0, (2.8)

no qual 0, é o simbolo que rejeita sistemas em qualquer estado, chamamos-o de simbolo nulo.
Esse tltimo resultado expressa o fato de que ndo hd sistemas que estejam no estado |a;) para
serem selecionados na segunda medida seletiva, pois todos aqueles que ndo estavam no estado
|a;) foram rejeitados na primeira medida. De modo geral, podemos resumir as Eqs. e (2.9)
em uma Unica equagao:

~ ~ ~

M, M,, = 6;M, (2.9)

g

no qual 52-]- é o sitimbolo delta de Kronecker, que vale 1 quando i = j e, 0 quando i # ;.
Dada as defini¢des de adi¢do e multiplicacdo dos simbolos de medi¢do, temos que as

seguintes relagdes sdo verdadeiras:

i1=1, 00=0, 10=01=0, 1+0=1,

+

iM,, = M, 1=M,, OM, =M,0=0, M, +0=DM,,.

*A leitura sequencial dessa multiplicacdo, feita da direita para a esquerda, € apenas uma convencdo. Nada impede
que se adote a convencao de leitura da esquerda para a direita.
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A partir das defini¢des vista nessa secdo, vemos que os simbolos de medi¢do formam
um anel ndo-comutativo. No entanto, esse anel € diferente daqueles que estamos familiarizados

(relacionado ao conceito de nimeros), pois nesse anel é valido a relagcdo
M, +1=1, (2.10)

essa relacdo expressa o fato que Ma ja estd incluso em 1 e somar os dois simbolos resulta
em 1, em outras palavras, o processo de medida que seleciona sistemas no estado |a;) jd estd
incluso no processo de medida que seleciona todos os estados, entdo nesse caso, somar Mai
ndo acrescenta nenhuma informag¢do nova com respeito a medida. Essa € uma caracteristica do
anel dos simbolos de medi¢do que ndo € visto em outros tipos de anéis. Portanto, deve se estar
ciente que a soma que aparece na equacgdo (2.10) ndo é o mesmo tipo de soma que estamos
familiarizado para dois nimeros ou duas matrizes. Uma breve introdu¢do aos conceitos da
algébricos relevantes para a teoria fisica da medida e anéis pode ser consultada na referéncia

Melo| (2002).

2.2 EXPERIMENTO DE STERN-GERLACH

Para ilustrar a relagdo entre o simbolo de medicao e o processo de medida, faremos uma

breve discussdo sobre o experimento de Stern-Gerlach (STERN; GERLACH, 1922).

Ag I ! e | |
_— . i |
Forno Fendas Imi Tela
=2000°C

Figura 1 — Configuracio do experimento de Stern-Gerlach.

Fonte: Adaptado de Schwinger, J. e Englert, B. G., Quantum Mechanics: Symbolism of Atomic
Measurements, 2001, p. 30.

Primeiramente, dtomos de prata (Ag) sdo aquecidos em um forno que possui um pe-
queno orificio, permitindo que os dtomos escapem na forma de um feixe. Como ilustrado na
Fig.[I] o feixe atravessa as fendas e, entdo, € submetido 8 um campo magnético ndo-homogéneo

produzido por um par de polos, onde um deles possui uma aresta bastante afinada.
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O atomo de prata possui um nucleo e 47 elétrons, no qual 46 podem ser vistos como
uma nuvem eletronica esférica com momento angular resultante nulo. Em uma primeira apro-
ximac¢ao, podemos ignorar o spin nuclear, desse modo, o 4&tomo tem um momento angular que
vem da contribui¢io apenas do momento angular de spin do 47° elétron (SAKURAI; NAPOLI-
TANO, [2020). O momento magnético pu é proporcional ao spin do elétron S.

Devido ao fato que a energia de interagdo entre 0 momento magnético € o campo mag-

nético é —p - B, a componente z da forca que o 4tomo sente é dada por

FZ: = Uy 5
0z a 0z

(2.11)

no qual desconsideramos outras dire¢des além de z. Ao atravessar 0 campo magnético, 0s
atomos com p, < 0 (S, > 0) sentem uma forca direcionada para cima, enquanto os 4tomos
com p, > 0 (S, < 0) sentem uma forca direcionada para baixo. Na descri¢do de Schwinger,
dizemos que o aparato de Stern-Gerlach funciona como seletor de &tomos com a componente z
de u, ou, equivalentemente, a componente z de S.

Classicamente, esperava-se que o feixe de d&tomos, ao atravessar o campo magnético, se
espalhasse de forma aproximadamente uniforme e continua na tela, com os valores de i, vari-
ando no intervalo entre —|p| e |p|. Contudo, o que se observou foi que apenas duas manchas
eram projetadas, correspondentes as direcdes “para cima” e “para baixo”. Como p € proporci-
onal a S, observou-se apenas dois valores possiveis para S,: ii/2 e —h/2, que correspondem as
direcdes para cima (up) e para baixo (down), respectivamente. Aqui, / representa a constante
de Planck reduzida, definida como & = h/(27), onde h € a constante de Planck.

Na linguagem da mecénica quantica, associamos um operador S, ao observével S..
Além disso, como esse sistema quantico possui dois estados possiveis |1) e ||) (up e down),

esse operador pode ser escrito como

NSt

So= oM l— 2w =S -1 ) =15 ;()- 2.12)

2

Na descricdo de Schwinger, definimos os seguintes simbolos de medicao:

M= 0, M=, (2.13)

no qual M, € o simbolo associado ao processo de medida que seleciona os 4tomos com spin
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orientado para cima e rejeita aqueles com spin orientado para baixo. Enquanto, M| € o simbolo
associado ao processo de medida que seleciona os atomos com spin orientado para baixo e

rejeita aqueles com spin orientado para cima.

|' L e ] ¥ v
bdl 1 " I RS
Seletor (1) Seletor ()
(a) Seletor Up. (b) Seletor Down.

Figura 2 — Seletores de feixe de atomos com spin up e spin down.

Fonte: Adaptado de Schwinger, J. e Englert, B. G., Quantum Mechanics: Symbolism of Atomic
Measurements, 2001, p. 31.

Na Fig. [2a] mostra o aparato de Stern-Gerlach que filtra o feixe de dtomos com orienta-
¢do de spin para cima e, rejeita os &tomos com spin para baixo. Ja a Fig. mostra o aparato
de Stern-Gerlach que filtra o feixe de 4tomos com orientagdo de spin para baixo e, rejeita os
atomos com spin para cima.

A soma desses dois simbolos de medi¢do resulta em
My + M, =1, (2.14)

ou seja, o simbolo 1 estd associado ao seletor que aceita tanto os 4tomos com spin orientado

para cima quanto aqueles com spin orientado para baixo.

" R | " S - .
EEEE ; Feixe para cima
D ey 3 | r—

Seletor (T)  Seletor (T)

Figura 3 — Medidas Seletivas Sucessivas Iguais

Fonte: Adaptado de Schwinger, J. e Englert, B. G., Quantum Mechanics: Symbolism of Atomic
Measurements, 2001, p. 31.

Agora, suponhamos que sejam realizadas duas medidas seletivas sucessivas: primeiro,
¢ feita uma medida que seleciona apenas os dtomos com spin orientado para cima; em seguida,
realiza-se uma nova medida que também seleciona apenas os 4tomos com spin orientado para
cima (Fig.[3). Temos entdo,

MM, = M, (2.15)
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isso significa que realizar a mesma medida seletiva duas vezes é equivalente a fazer uma unica
medida seletiva. Isso ocorre porque, se na primeira medida todos os 4&tomos com spin orientado

para cima foram selecionados, a segunda medida ird selecionar exatamente 0os mesmos 4tomos.

T B e B Nenhum fei
D ¥ - enhum feixe
Seletor (T)  Seletor ()

Figura 4 — Medidas Seletivas Sucessivas Diferentes.

Fonte: Adaptado de Schwinger, J. e Englert, B. G., Quantum Mechanics: Symbolism of Atomic
Measurements, 2001, p. 31.

Por outro lado, se realizarmos uma medida seletiva que seleciona apenas atomos com
spin orientado para cima, seguida de uma segunda medida que seleciona apenas dtomos com
spin orientado para baixo, teremos

MM, =0, (2.16)

ou seja, se na primeira medida o aparato rejeitou os &tomos com spin orientado para baixo, ndo
haverd nenhum dtomo a ser aceito na segunda medida, que seleciona apenas os d4tomos com

spin orientado para baixo (Fig. H)).
2.3 PROPRIEDADES COMPATIVEIS E INCOMPATIVEIS

Dois observaveis A e B sdo compativeis se a medida de um ndo afeta o resultado da

medida do outro. Nesse caso, seus respectivos simbolos de medi¢do comutam, i. e.,
MaiMbj = MbjMai (i,j = 1,...,N). 2.17)

Considere um conjunto de observaveis fisicos {Aj,...,A,.}, todos mutuamente compa-
tiveis entre si, definimos como uma medida seletiva completa o produto dos seus simbolos de
medicdes

M, =[] M., (2.18)
=1

sendo M,, o simbolo de medi¢do que seleciona um estado possivel do observdvel 4;. Como

todos os simbolos desse conjunto comutam mutuamente entre si, qualquer sequéncia desse
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produto € equivalente.

As medidas de todos esses observaveis compativeis irdo retornar um conjunto de valores
que representam o estado do sistema, dizemos entdo que o sistema se encontra no estado a =
{ai,...,a,}. Uma medida seletiva completa permite obter informag¢des do sistema sem que haja
pertuberancia nos resultados, pois a medida de qualquer observavel dentro desse conjunto nao
ird afetar os resultados dos outros observaveis. Realizar qualquer medida de um observavel que
ndo esteja nesse conjunto de compatibilidade, ird causar mudangas incontroldveis nos valores
previamente medidos.

Uma medida mais geral envolve observédveis que nao sao compativeis. O exemplo mais
comum de observaveis ndo compativeis na mecéanica quantica é o conjunto de coordenadas
e momentum. O principio da incerteza de Heisenberg demonstra que nao € possivel medir
simultaneamente a posicdo € 0 momento de um dtomo com a mesma precisdo, pois a medi¢ao
de uma grandeza afeta a incerteza da outra, isso ndo € uma limitagdo experimental, mas uma
caracteristica da natureza na escala quantica.

Se considerarmos dois conjuntos completos de observaveis, A = {A;,...,A,} e B =
{By, ..., B}, que ndo sdo compativeis, os simbolos M, e M, nio comutam. E ao fazer uma

medida sequencial desses observdveis, teremos:
M, M, = |a) (alb) (b = (alb) |a) (b = (alb) My, (2.19)

sendo que M? = |a) (b| seleciona sistemas inicialmente no estado b que emergem para o estado
a. Mais adiante serd visto que (a|b) é um nimero que esta relacionado com a probabilidade do
sistema emergir do estado b para o estado a.

Por outro lado, a sequéncia inversa da medida € dada por
MyM, = |b) (bla) (a| = (bla) [b) {a| = (bla) M- (2.20)

Os nimeros (a|b) e (bla) podem ser reais ou complexos, o mais geral é o caso em que

eles formam um par conjugado

{bla) = ({alb))". (2.21)

Nesse caso, MbMa # MaMb, ou seja, os resultados das medidas sdo diferentes depedendo da
ordem em que sdo realizadas. No caso de serem compativeis, teremos que (bja) = (a|b), o que

implica que eles sdo nimeros reais.
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2.3.1 Incompatibilidade das componentes do momento angular

Um exemplo de propriedades incompativeis sdo as componentes S, S, € S, do mo-
mento angular de spin S. Para ilustrar isso, retomemos a discussdo do experimento de Stern-
Gerlach. Considere uma medida seletiva que filtra apenas os &tomos com a componente z para
cima, a qual associamos o simbolo de medi¢ao ]\Z/TZ. Em seguida, realiza-se uma medida sele-
tiva que filtra apenas os 4tomos com a componente x para cima, a qual associamos o simbolo

de medicao Mm. Nesse caso, indicamos a medida sucessiva por
My My, = (119) M7, (2.22)

¢ o simbolo ]\;[TT; que seleciona dtomos inicialmente no estado ‘T(z)> € que emergem para o
estado !T(l’)>. E <T(x) ‘T(z)> € o niumero associado a probabildade do dtomo emergir do estado
|T(z)> para o estado !T("’f)>.

A experiéncia demonstra que, ao realizar uma terceira medida utilizando o aparato de
Stern-Gerlach que filtra a componente .S, o feixe se divide novamente em orientacdes para
cima e para baixo. Isso levanta uma questdo intrigante: como a componente S, orientada para
baixo, previamente rejeitada na primeira medida, pode reaparecer?

Esse exemplo € utilizado para ilustrar a impossibilidade de determinar simultaneamente
S, e S;. A segunda medida seletiva, relacionada a componente S;,, destréi completamente

qualquer informacao anterior sobre .S, (SAKURAI; NAPOLITANO, 2020).

2.4 FUNCAO DE TRANSFORMACAO

O ndmero (a|b) é chamado de fungdo de transformagcdo, ela relaciona duas descri¢des
de estados diferentes. Além disso, € possivel usar essas funcdes para relacionar diferentes
simbolos. Por exemplo, dois simbolos de medi¢des MJ e M} estdo relacionados através de

uma combinacdo linear

Mg =" (ald) {c|b) Mj. (2.23)
a,b

Prova:
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MM—Z\WiE: Z|Md%|

b

= {ald) {c|b) |a) (b| =D {ald) (c|b) My

a,b

Outra propriedade fundamental € a equivaléncia entre diferentes funcdes, ou seja

(ale) = (alb) (blc). (2.24)
b
Para ¢ = d/, temos que
(ala’y = {alp) (bla’) = 67 (2.25)
b
particularmente,
> " (alb) (bla) = 1. (2.26)
b
Essa ultima relacdo relagdo reflete uma caracteristica probabilistica como serd vista mais adi-
ante.
24.1 Trago

A funcéo de transformacdo (a|b) pode ser considerada como um funcional linear do
simbolo M 5 (MELO; PIMENTEL; RAMIREZ, 2011). Tal correspondéncia é dada pelo trago,
que € definido como

Tr{M;'} = Tr{[b) (al} = (alb) (2.27)
Para um mesmo observavel, temos

Tr{M'} = (ala) = &7, (2.28)

particularmente,

Tr{M®} = Te{M,} = 1. (2.29)

O trago do produto de dois simbolos de medicao é

Tr{M;M;'} = Tr{|d) (c|b) (al} = (c|b) Tr{M} = (c|b) (ald) , (2.30)
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e o tragco do produto inverso é
Te{ My M} = Tr{[b) (ald) (¢} = (ald) Te{M}} = (c|b) (ald) , (2.31)

apesar dos simbolos ndo comutarem, o traco do produto € comutativo.
2.4.2 Valor Esperado

O valor esperado de um observavel A em um estado |b;) do observavel B ¢é definido

como
N

<A>bj = <bJ‘ A‘bj> = Z <b ’az a; az|b Zaz az|b b |az>7 (232)

i=1

na qual utilizamos a Eq. (2.2). Podemos ainda reescrever Eq. (2.32) fazendo uso da identidade

da Eq. (2.30):
N
(A, =Y a;Tr{M, M, } = Tr {Z aiMaiMbj} = Tr{AM,,}. (2.33)

Para o caso particular em que B = A e b; = a;, temos

N
(A),, = Tr {Z a]\/[]\/[} = Tr{a;M,,} = a;. (2.34)

i=1

O valor esperado do operador S. no estado [T) é dado por:

. ho h
(S.)+ = Tr {§MT} =3 (2.35)

e no estado ||), o valor esperado é

(S.), =Tr {—§M¢} =—5 (2.36)
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2.5 INTERPRETACAO PROBABILISTICA

Considere a seguinte mudanca de escala
MP = ATIMPN,; (alp) — NSt (alb) N, (2.37)

no qual )\, e \, sdo fatores de escalas e pertencem aos nimeros complexos. Particularmente,
M, e (a|a’) sdo inalterados sob esse tipo de transformagao.

Dois observadores podem utilizar escalas simbdlicas diferentes para representar o mesmo
fendmeno fisico. Contudo, o resultado fisico deve ser independente da escala simbdlica adota
por cada um. A funcdo de transformacgdo pode ser diferente depedendo da escala, o que nos
leva a crer que ela ndo possui um significado fisico direto, mas deve haver alguma grandeza
associada a ela que seja invariante sob essa mudanga de escala.

Considere a seguinte sequéncia de medida
My M, My = [b) (bla) {alb) (6] = ({(Bla) (alb)) [b) (b] = p(a,b) My, (2.38)
no qual p(a,b) é um nimero real definido como
pla,b) = | {alb) [* = (bla) {alb). (2.39)
Veja que esse nimero € invariante sob a mudancga de escala dada pela (2.32)
Ayt (bla) A" {alb) Ay = (bla) (alb) = p(a.d). (2.40)
Esses tipos de niimeros obdecem a seguinte propriedade de adi¢do
My(My + Mo)My = p(a,b) My + p(a’ ) M, (241)

ou de forma mais geral,

M, (Z M) My, = p(a,b)M, = M,. (2.42)
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Por outro lado, temos também
M, E:M;A%:A%M%:A%, (2.43)
logo, se compararmos a (2.42)) com a (2.43)), concluimos que
> plad) =1, (2.44)

o que reflete um cardter probabilistico de normalizacdo. Além disso, cada termo dessa soma se
restringe a seguinte desigualdade

0 < plab) < 1. (2.45)

Existe uma probabilidade associada do sistema emergir de um estado para o outro. As
fungdes de transformagdes sdo os elementos fundamentais na constru¢do do principio da agdo
quantica elaborada por Schwinger. Sabendo o comportamento da fun¢do de transformacgdo
do sistema, pode-se extrair todas informagdes relevantes como : probabilidades de medidas,
espectro de energias, valores esperados dos observaveis e entre outras propriedades.

Em resumo, vimos neste capitulo que os simbolos de medi¢do seguem uma légica se-
melhante a l6gica bindria da computacdo. Em outras palavras, a medida seletiva “aceita"ou
“rejeita"sistemas com um estado quantico especifico. O experimento de Stern-Gerlach é apenas
um exemplo entre muitos que obedecem a essa ldgica, outro exemplo simples que normalmente
¢ utilizado € o estado de polarizacdo da luz (NUSSENZVEIG, 2014). Para uma compreensdo
mais detalhada da teoria algébrica da medida, recomendamos as referéncias Schwinger (1955),

Schwinger, Englert et al.|(2001), Melo, Pimentel e Ramirez| (201 1).
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3 FORMULACAO VARIACIONAL DA MECANICA QUANTICA

A dindmica da formulacdo de Schwinger estd baseada nas varia¢Oes infinitesimais das
fungdes de transformacgdo. A partir disto, Schwinger elaborou um principio variacional para a
mecanica quantica que representa sua formulagdo mais geral, pois dele podemos extrair todos
os fundamentos da mecanica quantica, como: equagdes dindmicas, principios fundamentais e
propriedades de sistemas (SCHWINGER; ENGLERT et al., 2001; MELO; PIMENTEL; RA-
MIREZ, 2013).

Neste capitulo, apresentaremos a constru¢do do principio da acdo quantica e como, a
partir dele, podemos derivar as equacdes de Heisenberg e de Schrodinger. Além disso, demons-
traremos a existéncia de equacdes candnicas de Hamilton e de uma equacao de Hamilton-Jacobi
adaptada para operadores. Por fim, exploraremos um exemplo didatico, a particula livre e o os-
cilador harmonico quantico, para ilustrar algumas das técnicas de Schwinger na resolucao de

sistemas quanticos.

3.1 TRANSFORMACOES UNITARIAS

Um operador U é chamado de unitério se o seu operador adjunto UT for igual ao seu
operador inverso, ou seja,

U =00t =1. (3.1)

Os operadores unitdrios sdo muito utilizados em transformagdes na mecanica quantica, pois tais
transformacdes nao alteram o produto interno. Em outras palavras, a funcdo de transformacgao
permanece invariante e as probabilidades de medidas sao conservadas.

As medidas de um observavel A em um sistema quantico geram um conjunto de auto-
valores e autoestados que o representam. Ao realizar medidas de outras propriedades, obtém-se
novas representacdes. Cada uma dessas representacoes estd definida em um espaco dotado de
uma estrutura geométrica e de operadores bem definidas (MELO; PIMENTEL; RAMIREZ,
2013).

Esses espacos estdo relacionados por meio de transformagdes unitdrias. Ou seja, 0s

conjuntos de autoestados {a;}¥, e {b;}¥, associado aos observaveis A e B, respectivamente,



29

sdo relacionados pelos seguintes operadores unitdrios:

N
Uab = Z |ai> <bz| , € Uba = Z |bz> (Clz‘| ) (3.2)
i=1 i

um é adjunto do outro (U, = U, (Ib). Podemos ver que

N N
Ub U = UnUly = > la) (bilby) (a5] = > Mo, =1, (3.3)
i,j=1 :5/..—/ i=1

o que satisfaz a propriedade dada pela Eq. (3.1]). Considere as transformacdes unitarias

N

167) = Uas 1) Z a5} {balbe) = lar) e (ail = {ael U = D (arlbi} (il B4)
— ﬂ i=1
o produto interno dos estados transformados €
N
(ailbr) =D {arlbi) {ailar) = (aulbr) (3.5)
——

=1 =0;1

0 que mostra que a funcdo de transformacao € conservada sob uma transformacao unitaria.
3.1.1 Representacdo de operadores

Um operador genérico X pode ser representado em qualquer base completa, mesmo
sem o conhecimento prévio de seus autovalores (MELO; PIMENTEL; RAMIREZ, 2011). Seja
{|a;)}¥, uma base completa de autoestados do observavel A, entdio podemos expressar o ope-
rador X como: N

X = (a;] X |aj) M. (3.6)
ij=1

Particularmente, para X = 121, temos:

N N
= (ai Alay) M =Y " a;M,,, (3.7)
ij=1 i=1

onde essa representacio € consequéncia direta das Egs. (2.1) e (2.5)).
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Além disso, vimos na Eq. (3.4) que é possivel relacionar o conjunto {|a;)}¥, com o
conjunto {|b;)}¥, através de uma transformaciio unitdria dada pela Eq. (3.2). Quando A e B
N
i=1

compartilham o mesmo espectro, isto é, {a;}Y, = {b;}},, podemos relacionar esses operado-

res por meio dessa transformacgdo unitdria, como mostrado a seguir:

N N N
UnaAUw = Y |bi) (| Alag) (b;] = aiMly, = bily, = B. (3.8)
=1

ij=1 i=1

3.2 TRANSFORMACOES UNITARIAS INFINITESIMAIS

Na secdo anterior, apresentamos transformacdes unitdrias finitas. Nesta secdo, intro-
duziremos a transformacao unitdria infinitesimal, baseada na hipdtese de Schwinger de que o
estado pode variar de forma infinitesimal. Essa abordagem € essencial para a construcdo do

principio variacional, que serd visto posteriormente.
3.2.1 Variagdes de Infinitesimais das Func¢des de Transformagao

A variagdo da func¢do de transformacdo € definida como
0 ({ailbs)) = 0 ({aal) |b5) + {ail 0 (|bs)) - (3.9)
Alem disso, Schwinger define o seguinte operador para esse tipo de variacao
5 (ault)) = 5 {al W 1) (3.10)

A unidade imagindria ¢ = v/—1 € introduzida para garantir que ¢ W seja um operador hermiti-

ano. Além disso, & 0% possui dimensao de ag:d

TA constante de Planck reduzida aparece na (3.10) porque representa o quantum de agdo, ou seja, a unidade funda-
mental de interacdo entre dois sistemas.



31

Podemos expressar a Eq. (3.9) em termos da base de um terceiro observavel C":

6 ((ailbs)) =0 (Z (ailex) <Ck|bj>>

k=1

= Z [5 ((al|ck>) <Ck|b]> + <azyck>5 ((Ck’bj>)] )

(3.11)

ou escrito em termos da defini¢do (3.10)

(ai 6Wap [b;) = > [<Gi|5Wac|Ck><Ck|bg’> + (ailex) (ck |6 W o by)
" (3.12)

= (by|0Woe + 6 W |D;),

da qual indentificamos a seguinte relacdo
Wap = W + 6Wa, (3.13)
se b = a, entdo devemos ter 61W,, = 0, 0 que implica em

Wy = =W, (3.14)
3.2.2 Transformagdes unitarias das funcdes de transformacao
Uma forma de expressar o operador unitério € através de uma exponencial complexa, ou

) i A > 1 (i¢\"
U = exp (gG):Za<7> , (3.15)

seja,

no qual G é um operador hermitiano que é chamado de gerador infinitesimal. Para uma aproxi-
macao até primeira ordem, temos

G, (3.16)

e o operador adjunto é

G, (3.17)

logo,
G+ =G*~1, (3.18)
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no qual desprezamos o termo 2. A partir da equagdo (3.16), a variacdo infinitesimal & interpre-

tada como uma pequena perturbacdo no operador unitdrio, gerada pelo operador infinitesimal

N

G.

Agora se aplicarmos esse tipo de aproximacgdo para Uy, a transformagdo do autoestado

A

de Aé
. N
U(Ib |a;) = (1 - ﬁGab> la;) ~ |b;), (3.19)

e para o seu dual é
i

~

(a;] Ugp = (as (i + éab) ~ (by] . (3.20)

A partir disso, define se a variagdo infinitesimal de um autoestado como

?

8 (laz)) = |bs) — |as) = —héab |a;) (3.21)

7 ~
) ((az|) = <bz’ - <al| = ﬁ <CLZ| Gab' (322)
3.2.3 Transformacgdes Unitdrias para Operadores

Dadas as relacdes anteriores das variagdes infinitesimais para os autoestados, podemos
mostrar como ¢é a variacdo infinitesimal de um operador genérico X. Para isso, considere a
relagcdo

(bl X |bj> = (a| UabXU;rb |aj>- (3.23)

Pelas equagdes (3.21) e (3.22)), percebemos que |b;) = |a;) + 0 (a;)) e (b;| = (a;| + 6 ({a;]), 0

que nos permite escrever
(0i] X 1bj) = (@il X [ag) + 6 ({asl) X la) + {ai X6 (|az) +6 (ail) X6 (Jag) . (3:24)
se descartamos o ultimo termo dessa relacdo, que € de segunda ordem, temos
(bl X [by) — (sl X Jag) = 6 ({ail) X lay) + (@] X5 (Jay)). (3.25)

Perceba que o lado direito da (3.25) é o mesmo que tomar a variag@o infinitesimal do
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elemento de matrix (a;| X |b;), levando em conta que as varia¢des sé acontecem nos estados,
ou seja,

6 ((al X la;)) = 8 ({al) X |ag) + {ail X6 (Jaj). (3.26)

Ao compararmos as equacdes (3.25)) e (3.26)) e, ultizarmos a relac¢do da (3.23)), identifi-

camos que
6 ((aal Xlas) ) = (bil X Jb5) = (] X lay) = {ail U XU lag) = (il X o). (3.2D)

Se por outro lado, agora considerarmos o operador como varidvel e os estados sendo

fixos, podemos escrever

6 ((al X lay)) = (ai] 0X Jaj) = {ail U XU lag) = {ail X faj),  (3.28)
portanto,
60X = Uy XU, — X (3.29)

Com as aproximagdes feitas nas (3.16) e (3.17), podemos reescrever como

— lxGyl

56X
h h

GX + #GXG (3.30)
se descartamos o termo de segunda ordem GX G‘, temos

5X = L [X,G} , (3.31)

sendo que [X,@] = XG — GX é o comutador entre X ¢ G.
3.3 PRINCIPIO DE SCHWINGER

No capitulo anterior, foi dito que o estado de um sistema quantico € caracterizado por
um conjunto de quantidades fisicas todas mutuamente compativeis, 0 que permite extrair o
maximo de informagdo do sistema sem que haja pertuberancia de uma medida com a outra. A
abordagem dinamica de Schwinger € caracterizada pela evolucio temporal de tais quantidades

fisicas.
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A cada mudanga de um sistema fisico podemos associar uma nova descricdo e uma
transformacao unitaria (infinitesimal ou ndo) (MELO; PIMENTEL; RAMIREZ, 2013;[DIRAC,
1981; SCHWINGER; ENGLERT et al., 2001). Pois, como j& vimos, a transformac¢ado unitéria é

necessdria para a conservagdo da fungao de transformacao e das probabilidades de medidas.
3.3.1 Operador A¢do

A evolugao temporal de um sistema pode ser descrita por diferentes estados em instantes
de tempos distintos. Em outras palavras, suponha que, em um instante de tempo ¢;, o sistema
seja caracterizado pelo conjunto de estados {|b(t1))}, associado ao observavel B(t;). Em um
instante posterior t,, o sistema é caracterizado pelo conjunto de estados {|a(t2)) }, associado ao

observével A(ts). Nesse contexto, a fungdo de transformagio entre os dois instantes é dada por:

(a(t2)[b(t1)) - (3.32)

Tal funcdo de transformac¢do deve conter o maximo de informagdes possiveis do sistema em
nivel quantico (MELO; PIMENTEL; RAMIREZ, 2013).

Baseado no que vimos na se¢do 3.2} sobre associacdo entre variagdes e geradores infini-

tesimais. Podemos expressar a varia¢do infinitesimal da (3.32)) como

6 (alt2) b(1))) = 3 {altz)] (G2 = G ) [b(ta)) (3.33)
sendo @1 e Gg os geradores infinitesimais calculados nos instantes de tempo ¢, e to, respectiva-
mente.

Por outro lado, o Schwinger postula a existéncia de um operador, no qual variagdes infi-
nitesimais do mesmo acarreta nas variacdes da funcdo de transformacao (SCHWINGER|, 1955;
SCHWINGER; ENGLERT et al., 2001)). Este postulado diz o seguinte (MELO; PIMENTEL;
RAMIREZ, 2013)):

Postulado de Schwinger: “Existe uma classe especial de alteracoes infinitesimais para
qual os operadores associados 0 gtl,tQ sdo obtidos por variagdes apropriadas de um tinico ope-
rador, o operador Agdo §t17t2' "

Este postulado € o que chamamos de principio da acdo quantica. Matematicamente,
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pode ser expresso da seguinte forma:

l

0 ({alt2)b(t1))) = 5 {alt2)] 054,42 Ib(11)) - (3.34)
Ao comparar a (3.34) com a (3.33), observamos que
654, 1, = Go — G, (3.35)

ou seja, a variacdo da acdo corresponde a diferenca de termos de superficie calculados nos
instantes terminais.

Com isso, percebe-se que o principio da a¢do quantica € mais geral do que o principio
da minima agdo , o qual assume a condi¢do 0.5 = 0 (LAGRANGE, |1853; HAMILTON, |1834).
Enquanto o principio da minima acdo estabelece que a natureza evolui de maneira que a a¢ao
seja minima (mais geralmente, estaciondria) (LEMOS, 2013 MARION| 2013). Ja o principio
da acdo quantica relaxa essa condicdo, pois permite que o sistema evolua para qualquer estado,
desde que a variacdo da acdo respeite a diferenca dos termos de superficie.

A segunda diferenca entre o principio da acdo quantica e o principio da agdo cléssica é
que, evidentemente, o primeiro € formulado para operadores quanticos. Isso exige uma algebra
distinta daquela utilizada para funcionais escalares, uma vez que, em geral, o produto entre
operadores nao satisfaz a propriedade de comutatividade.

Além disso, o trabalho com operadores quanticos frequentemente requer um tratamento
matematico mais rigoroso em comparacao com o tratamento empregado para funcdes escalares,
devido a necessidade de considerar propriedades de autoadjunto, espectros e representagdes em

espacos de Hilbert.
3.3.2 Operador Hamiltoniano

Na formulagdo cldssica de Hamilton, a dindmica de um sistema fisico sem vinculos, com
n graus de liberdade, é caracterizada por um conjunto de 2n varidveis. Essas varidveis consistem
em n coordenadas generalizadas ({qx(t)}}_,) e, n momentos canodnicos ({px(t)}}_,) todas
fungdes do tempo (HAMILTON] |1834; LEMOS, 2013; MARION| 2013)).

Com isso, qualquer outra propriedade fisica do sistema pode ser expressa como funcao
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das coordenadas, dos momentos e do tempo. A grandeza fisica associada a energia total do

sistema é chamada de hamiltoniano e é denotada por:

H=H(q(t),...,qu(t),p1(t), ... ,pa(t),t). (3.36)

E a acdo cldssica é definida pela seguinte integral

to n
S = / <Z D — H) dt, (3.37)
1 k=1

no qual ¢, = ddit’“ ¢ a k-ésima velocidade generalizada.

A primeira quantizacdo na mecanica quantica € um processo formal que estabelece
a transi¢do do formalismo classico para o quantico (DIRAC, [1981). Esse processo associa
operadores quanticos as coordenadas generalizadas e aos momentos, conforme as seguintes

correspondéncias:

Q. — Gk,
Dk — Dk-

Com essas associacdes, o operador hamiltoniano € expresso como:

A ~

HEH(dlw"uéﬂaﬁlu'"7ﬁn7t)-

Por analogia com a agdo cléssica, dada pela equacgdo (3.37)), definimos o operador acao

no contexto quantico como:

to n N R
S = / (Z P — H) dt. (3.38)
1 k=1

Aqui fazemos um adendo: sabemos que, em geral, dois operadores ndo comutam, i.e.,
Drelin + QD Logo, isso implicaria em uma defini¢do de operador acao diferente da (3.38)). Isso
torna essa definicdo um ansatz, baseado na hip6tese de Schwinger de que as variacdes infini-
tesimais dos operadores comutam com qualquer outro (SCHWINGER| |1955; SCHWINGER;
ENGLERT et al., 2001; MELO; PIMENTEL; RAMIREZ, 2013). Em outras palavras:

(i, 6d;) = [Ds, 0p;] = [4i, 0p;) = [ps, 04,] = 0. (3.39)
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Schwinger propds uma defini¢do mais geral para o operador acdo:

. to n ~ ° A ~ R
& :/ Z {Pr, d} +{Pw, a} i) ar. (3.40)
t1 _ 4
k=1
na qual temos os anticomutadores
{Pr. dr} = Drdr + QD (3.41)
{Pr. @} = Drdr + G, (3.42)

este ultimo envolve também a possibilidade de escrever a acdo em termos da derivada temporal
dos momentos.

Em diversos casos, 0 momento é proporcional a velocidade, o que implica em
[ﬁm &k} = [/Mflk, qu] =0 = Prde = Qubr (3.43)

onde p € uma constante de proporcionalidadeﬂ Portanto, nesses casos podemos utilizar qual-
quer uma dessas duas ordens.
Por fim, ao combinar a identidade da Eq.(3.35) com a defini¢do dada pela Eq. (3.38),

ficamos com

to n

68 =46 / > peie — H | dt| = Gy — Gy, (3.44)
tr \ k=1

que € o principio da acdo quantica, expresso de forma matemadtica, constitui uma ferramenta

geral que engloba todas as demais ferramentas da mecénica quantica. Mostraremos na se¢ao

seguinte, como extrair algumas dessas ferramentas.
3.4 DERIVACOES DO PRINCIPIO DE SCHWINGER

O principio da minima ac¢do é um principio variacional que permite derivar diversas fer-
ramentas da mecanica cldssica, tais como: equacoes de Euler-Lagrange, equacdes canonicas

de Hamilton, teorema de Noether e equacoes de Hamilton-Jacobi. De maneira similar, o prin-

*Existem vdrios casos em que o momento, como o linear ou angular, é proporcional 4 velocidade linear ou angular.
Contudo, nem sempre isso ocorre. Por exemplo, em uma particula carregada sujeita a um campo eletromagnético,
o momento depende tanto da velocidade quanto de um potencial vetor.
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cipio da ac@o quantica de Schwinger possibilita a derivacdo de varias ferramentas da mecénica
quantica.

Nesta se¢do, apresentaremos como obter as equagdes dinamicas, as equacdes de Ha-
milton e as equacOes de Hamilton-Jacobi em sua versdo quantica. Além disso, demonstraremos

como derivar as equacdes de Schrodinger e de Heisenberg a partir do principio da acdo quantica.

3.4.1 Versao Quantica das Equacdes de Hamilton

A Eq. (3.44) sugere que a variacdo infinitesimal do operador a¢do seja provocada por
variagdes infinitesimais das coordenadas, momentos e do tempo. Nesse sentido, definimos dois
tipos de variagdes infinitesimais (MELO; PIMENTEL; RAMIREZ, 2013). O primeiro tipo é

definido como:

dod = q(t) — 4(t), (3.45)

o qual considera apenas uma variacdo da curva, mantendo o tempo fixo. O segundo tipo de

variagdo leva em conta a mudanga no tempo:

5t =1—t, (3.46)

o que resulta em:

6= q(t) — q(b). (3.47)

Esse segundo tipo de variacdo € mais geral que o primeiro, pois envolve tanto a variacdo da
curva quanto a variagdo provocada pelo tempo. As equagdes (3.43) e se relacionam da
seguinte forma:

64 = oG + Got. (3.48)

Uma consequéncia dessas defini¢des € que o primeiro tipo de variagdo infinitesimal
comuta com a operagdo de derivada temporal, enquanto o segundo tipo de variacdo nao comuta.
Para verificar essas afirmagdes, observamos que a Eq. (3.35)) se adapta para ¢ do seguinte

modo:

dog = q(t) —q(t). (3.49)



39

Por outro lado, ao tomarmos a derivada temporal da Eq. (3.45)), temos:

d(éoff) = °
= A =), (3.50)

50

verificamos que 422 — §,4. J4 a Eq. (B-48) para o operador ¢ é dada por:

8q = 6og + Got. (3.51)

Em contrapartida, ao tomar a derivada temporal da Eq. (3.48)), obtemos:

d(6q) ~d(dt) + 2d(0t)
_ = —~ 52
pm = 0o + GOt + ¢ & 0+ q & (3.52)

Logo, percebemos que a Eq. (3.52)) difere da Eq. (3.51)) a menos de um termo, que depende de

d(st)  df
QO _ 53
at  at (3:53)

Feita essas distingdes de variacdes, podemos explicitar a variagdo do operador acdo,

provocada a partir das seguintes variagoes:

ot=t—t
6ar = qu(t) — Gu(t) (k=1,...n);
ope = pr(t) — pr(t) (k=1,...n).

Com isso, temos

. & Lf . . OH OH 0OH 2 -
05 = k; [/tl <5pqu + Doy — %, ——0q), — A 0Pk — W&> dt + /t1 (P — H)d(dt)
(3.54)
Baseado na hipétese que Schwinger fez, dada pela (3.39), podemos dizer que Opede =
@OPks podemos utilizar essa identidade no primeiro termo da (3.54)). Ja o segundo termo dessa
primeira integral pode ser escrito do seguinte modo:

()
a g at

— DROGr — - 3.55
PRk = Drdi— g (3.55)

pk5Qk = Dk

sendo que o segundo termo, do lado direito, da primeira igualdade, aparece por conta da iden-
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tidade dada pela (3.52).
Com isso, a primeira integral da (3.54) fica:

. OH . OHY\ . d(pudg . d(st)  oH
q 0Dk — — | 0Qk + M — D4k (9%) — —ot| dt. (3.56)
Opr. Ody,

dt dt ot

/t2
t1

Além disso, usando o fato de que 6(dt) = d(dt) = 5” dt, a segunda integral da (3.54)

pode ser escrita como:

t2 (515 . d(6t) 2 d(H6t) 2 qH
H dt ——=dt — dt —otdt.
/t1 kak /1 / Drdk i /t1 i +/tl i d
(3.57)

Somando as Egs. (3.56) e (3.57):

0o~ (. 0HY .. (. 0H\_  (dH 0H
5S_Z/tl qu aﬁk>5pk—<p 8qk>6Qk+<dt at)at]d

" (3.58)
+ Z (ﬁkaqk - f[dt)

k=1

::(jg——(;L

t1

Se tivermos considerando sistemas que ndo possuem vinculos, as varia¢des g, 0p e ot
sdo todas mutuamente independentes. O que implica que os coeficientes dessas variagdes, que
aparecem na (3.58), sdo todos nulos. J4 que o ultimo termo € um termo de superficie, em outras

palavras, obtemos o seguinte

. 0H . oH
= P = — k=1,... 3.59
dk aﬁk’ Pk aqk ( 3 7n)a ( )
dH  0H
—_— - = 3.60
dt ot 0, ( )
n to
> (o — Hot)| = Ga— G (3.61)

k=1 t1
A Eq. (3.59) compde o conjunto de equagdes candnicas de Hamilton para operadores. A
Eq. (3.60) estd relacionada a conservagdo de energia. A ultima equagdo envolve apenas termos

de superficie, e, a partir dela, podemos reconhecer que:

n

G=> Gu+G =) pdg — Hot, (3.62)

k=1 k=1
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que € a forma de expressar o gerador infinitesimal na abordagem hamiltoniana. O gerador
relacionado a variacdo 0qy é qu = pPrOQk, enquanto o gerador de variacdo temporal é G, =
—Hét.

A derivada de um operador em relacdo a outro ndo € uma operacdo matematicamente
bem definida. Essa notagdo derivativa €, na verdade, uma constru¢do heuristica que permite
aplicar propriedades do cdlculo diferencial, resultando em expressdes que coincidem com as
equacgdes de Heisenberg.

Como exemplo, considere o hamiltoniano de um oscilador harmdnico unidimensional

9 9242
. D mw’a
=

2m+ 2 7

(3.63)

sendo p o operador momento, & o operador posi¢do, m a massa e w € a frequéncia angular do

oscilador. Com isso, temos

. OH 1 [dp dpl  »

p— —_ N H—— = — 3.64

v op  2m [dAp—i_pdA_ m’ (3.64)
s OH mw? [di dz ] )
Ny — —_ 7 7 = — A_ 365
p 9% 7 {djx +xdi_ mw°x ( )

A seguir falaremos da equagdo de Heisenberg, e retornaremos neste exemplo para mos-
trar que as equagdes candnica, dadas pela (3.64) e (3.63), sdo equivalentes as equacdes de

Heisenberg.

3.4.2 [Equagdes de Heisenberg

A formulacdo de Heisenberg da mecanica quantica se baseia na evolucdo temporal de
operadores, considerando os estados quanticos como fixos no tempo (HEISENBERG, |1985)).

Para ilustrar esta formulagfo, considere um observével fisico qualquer A (G, (t),pr(t),1).
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A variagdo infinitesimal desse operador pode ser escrito em termos de suas derivadas parciais:

SA = A[G(t + 0t),p(t + 6t),t + 0t] — A[G(t),p(t) 1]

~

oA it + “pst 1 M&
dA

= —ot.
T

Para o caso particular em que A ndo depende explicitamente do tempo, temos

_aAféHaA
~ 91 T )

0. A = Alq(t +6t).p(t + 6t)] — Ala(t)p(t)] pot. (3.67)
Por outro lado, vimos na secao que a variacdo infinitesimal de um operador € dada
através do comutador com o gerador infinitesimal. O gerador infinitesimal responsavel pela

varia¢do temporal tem a forma G; = —Hdt. Por conta disso, podemos também escrever a

da seguinte forma
1
h

l

h
Ao substituirmos a (3.68)) na (3.60)), ficamos com

5, A = [A,ét} — [A,ff} 5t (3.68)

. dA i DA
6A=T2ot = —2 [A,H} 5t + —-dt, (3.69)
o que nos d4 a a equagdo de Heisenberg
dA [~ o1 OA
S [A,H] + 2= (3.70)

dt h

Como casos particulares, temos

o dge i g

i= o= = |dedl] (3.71)

N

pe=Tf == pd], (3.72)
dH  0H

Voltemos novamente ao exemplo do oscilador, cujo o hamiltoniano foi dado pela (3.63)),
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as equagdes de Heisenberg para z e p sdo:

2 (P i A o2 : & A H

b= 5 (0] = —gu 2] =~ el G749
- [0.11] = it s8] = J s (3.75)
p_ h p7 - 2h ) - 2h p7 ) .

i=f (3.76)
m

= —mw’?, (3.77)

o que coicide com as (3.64) e (3.63).

3.4.3 Equacdo de Schrodinger

Ao contrdrio da formulacdo de Heisenberg, a formulagdo de Schrodinger se baseia
na evolucao temporal dos estados quanticos, admitindo os operadores como fixo no tempo
(SCHRODINGER,|1926)). A evolugio temporal do estado quantico é descrita pela famosa equa-
cao de Schrodinger.

Para derivar a equagdo de Schrodinger a partir do principio da a¢do quantica, considere

que o estado inicial |b(t1)) = |¢) seja fixo, ou seja,
G(t) ) =0, (3.78)

por outro lado, o estado em qualquer instante de tempo posterior estd flexivel a variacdes infi-

nitesimais, denotamos

(a(t)| G(t) = (q.t| G(t), (3.79)

no qual a descricao no instante ¢ € feita no espago de coordenadas. Sendo assim, a variacdo da

funcao de transformacdo é

5 (a)b(0)) = 6 ({a.H0)) = + (0.l G ) = 7 (0] [p(0)5d(2) — F (0] [0} . (380



44

Por outro lado, a variagdo da fun¢do de transformacdo pode ser escrito em termos de

suas derivadas parciais

0 (q.t]t)

3 (gl = 2 5. O1e)

ot

5t, (3.81)

usando o fato que 6§ = dg no espago de coordenadas e, comparando a (3.80) com a (3.81),

obtemos
d(q,t
(g,tlply) = —ih%, (3.82)
c
. 0 (qt
(qt| H ) = ih%. (3.83)

A (3.82) refere-se a definicdo do operador momento no espaco de coordenada. E a (3.83) é a

equacgdo de Schrodinger para fungdo de transformacao.

3.4.4 Operadores Ordenados

A equacio (3.83) ndo é tdo direto de ser resolvida. E necessdrio organizar os operadores
do hamiltoniano para que atuem nos proprios autoestados. Isso ficard mais claro adiante, quando
resolvermos um exemplo.

Diante disso, Dirac introduziu a ideia de operadores bem ordenados, que nada mais é
do que fazer um rearranjo de uma funcao de operadores em uma ordem que facilite a avaliacdo
matricial, a leitura e os cdlculos. Considere o elemento matricial de uma fun¢do de operadores
da forma

(a| F(A,B)b), (3.84)

no qual A e B representam dois observaveis fisicos.

Suponhamos que F’ possa ser escrito na forma de uma série de poténcia

A

FAB)=Fy+aA+ ayA’ + ...+ by B+ b,B> + ... + c;; AB+
o o o (3.85)
CglAQB + ...+ dllBA + ...+ 6111ABB -+ ceey

se as relacdes de comutacdo de A com B forem conhecida, pode se reordenar os termos dessa
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série de modo que A apareca sempre a esquerda e B sempre a direita

F(AB) = Fo+ AA+ A+ ...+ BB+ BB + ...+ €1 AB 56
+ 6 A’B + ... + €1 AB?,

z

os novos coeficientes surgem da combinagdo dos coeficientes da funcdo ndo ordenada. F é
a funcdo bem ordenada de F, e recebe o nome de forma bem ordenada de Dirac. Ou seja,
F(AB) = F(AB) =Y, fu(A)g(B).

Com essa forma bem ordenada, fica simples computar o elemento de matriz
(al F(A,B)[b) = {al D fr(A)ge(B) 1b) =D fila)gu(b) (alb) = F(a,b) alb).  (3.87)
k k
Aplicando essa ideia para o principio da acdo quantica teremos

5 (altIb(0))) = 3 {alta) | 574, 16(0)) = 6% ) (1)), (B88)

sendo que W 6 a versdo bem ordenada do operador acao S,e que denominamos como operador
principal de Hamilton pela semelhanga que ela tem com a fungio geratriz da evolucao temporal
na mecanica classica (LEMOS, [2013)).

A partir dessa definicdo, podemos obter uma relacdo mais direta da funcdo de transfor-

magao com o operador #

5 (alto)pn)y) = 2N 5y _ LWt o, @s9)

o qual nos da

9 (<a(t2>|b(t1)>) _ 18%11152

A solucdo dessa equacdo diferencial é
1
(altwlb(e)) = exo 144, | 391

esta forma foi proposta por Dirac como ansatz, e aqui obtemos como consequéncia direta do

principio de Schwinger.
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Se ¢ é o hamiltoniano ordenado, a (3.83) pode ser reescrita do seguinte modo

0 (q,t])

5 = et H ) = (| o [b) = 7 (a.t]0), (3.92)

th———————

o que dé a seguinte equagdo diferencial

Olgtly) i
—a = 2 {atl¥), (3.93)
a solugdo é
(g;t|) = CeXp{——/%”dt} (3.94)

no qual a constante C' € uma constante de integracdo. Essa ultima relagcdo estabelece uma co-
nexao direta da func@o de transformag¢do com o Hamiltoniano ordenado e ela é equivalente a
solugd@o dada pela Eq. (3.91). Na formulagdo de Schrodinger, a fungio de onda é um caso par-
ticular em que a descricdo ocorre no espaco de posicdes. Ja a funcdo de transformacgdo (ou
amplitude de transi¢do) é uma generalizacdo, pois permite a descricdo em qualquer representa-

¢do.
3.4.5 Equacdo de Hamilton-Jacobi

Do mesmo modo que existe uma equacao de Hamilton-Jacobi para a mecanica cldssica,
existe também uma versao para quantica que podemos extrair do principio de Schwinger. Para

obté-la, substituimos a solucdo da (3.91)) na equacdo (3.83)

T G

7 N T i, oWy 4
—_ H = = h//tt —_bto =
h (gt H ) ot ot he ot (3.95)
B 7 87/”0 z' 8% to
temos entao
A oW,
(gt (—H) [0) = (a.t] =5 Vo) (3.96)

ou,

oW, X
(q,t| ( 8;“ + H) ) = 0. (3.97)
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Analogamente, se substituirmos a (3.91)) na (3.82)), temos que

L 10 .
8<Q7t’¢> . 8 <€h ) o 26%%”50 8%,&) -

)
—{q,t — — _ _
. { 8%,t0 { a% to
= g (atlvn) = 3 (0t =52 ).
0 que nos da
(it 1) = (qt] 2okt ”“ ) . (3.99)

Portanto, da e (3.99) obtemos que

D= %7 (3.100)
dq
iy o . Wi .
- H —t] =0. 3.101

A (3.100) permite obter o operador momento através da derivada da a¢do ordenada. Ja a

Eq. (3.101)) € a equacdo de Hamilton-Jacobi formulada para mecénica quantica.

3.5 APLICACOES

Nessa dltima se¢do, ultilizamos algumas técnicas do principio variacional de Schwinger
para determinar as fun¢des de transformacao de dois sistemas quanticos. No primeiro exemplo
determinamos a fun¢do de transformacao da particula livre. No segundo exemplo, determina-
mos a funcdo de transformacio e o espectro de energia do oscilador harmonico. O que ser4 util

para resolver o modelo dos osciladores acoplados no proximo capitulo.

3.5.1 Aplicacdo 1: Particula Livre

Para determinar a fun¢do de transformacao de sistemas quanticos, partimos do hamilto-

niano do sistema. O hamiltoniano cldssico de uma particula livre unidimensional de massa m e
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que estd orientada na direc@o do eixo x

H= (3.102)

sendo p 0 momento candnico associado a coordenada candnica x. Pela regra de quantizacdo,
associamos operadores & e p aos observaveis fisicos x e p. Além disso, o comutador entre esses
operadores é

[&.p] = ih, (3.103)

e o operador hamiltoniano é
A2
2 (3.104)
2m

A partir disso, podemos utilizar a técnica do ordenamento vista na subsecao para deter-
minar uma funcao de transformacdo. Ha vérias descri¢des possiveis de representar a funcao de
transformacdo, seja no espago de coordenadas ou de momentos, ou entdo em qualquer outro
conjunto de varidveis que seja mais conveniente e simples.

Nesse exemplo, escolhemos determinar a fungdo de transformagdo na descri¢ao de co-
ordenadas, ou seja, queremos saber a descri¢cdo que leva de um estado inicial |z,0), no instante
t = 0, para um outro estado |z,t), em um instante de tempo ¢ > 0.

Para determinar a fungio de transformag@o (x,t|x,0), primeiro precisamos saber a evo-
lugdo temporal dos operadores & e p. Para tal, utilizar tanto as equacgdes da (3.59) quanto a

equacao (3.70) para esses operadores

oH P
f= = —%[@,H] _
L mn (3.105)
oH T, ~
9 = — — ——[p e 0
A solucao desse sistema de equacdes €
Dot
B(t) = &g + 22,
m (3.106)

A~

p(t) = po = constante,

no qual 2o = z(0) e po = p(0). O préximo passo é escrever o hamiltoniano em termos de Z(t) e
Zo para que atue nos seus respectivos autoestados. Como o hamiltoniano estd escrito em termos

de p(t) = po, para escrever o momento em termos das coordenadas, basta isolar py na primeira
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solucdo da (3.106))

A

Po = — [2(t) — Zo] (3.107)

m
t

substituindo a (3.107) na (3.104)), ficamos com

[#2(t) + 22 — & ()0 — 20d(1)] . (3.108)

O dltimo termo da (3.108)) precisa ser ordenado para que i, atue no seu autoestado a
direita |z,0) e Z(¢) atue no seu autoestado a esquerda (z,t|. Os operadores sempre comutam
consigo mesmo quando estdo calculados no mesmo instante de tempo, mas em instantes di-
ferente, nem sempre isso ocorre. Entdo precisamos saber o comutador de Z(¢) com Z, para
ordernar o dltimo termo do hamiltoniano. Para isso podemos utilizar o comutador £ com p:

m tht

(60 5(0)] = —el@(0), 3] = ih = [#(0), Fo] = $()d0 — 2oil(t) = —- . (3.109)

Para t = 0, esse comutador € nulo como era de se esperar. E agora, o ordenamento do dltimo

termo fica
Rt
Fod(t) = 2(t)d0 + 2, (3.110)
m
e portanto, o hamiltoniano ordenado fica:
> m |, . N 1ht
H = BT {f(t) + 32— 22(t) 7 — E] : (3.111)

Temos todos os elementos para resolver a equacdo (3.83). O que nos da a seguinte equacio

diferencial:
o(x,tlx,0) i . oam [, iht

onde x e z sdo autovalores de Z () e &, respectivamente. Essa equac@o pode ser resolvida por

técnica de separacdo de varidveis e nos dé a seguinte solucao

) :
(x,t|x,0) = N exp{ [;_7;; (2° + zf — 2$x0)] }
1

: 2 (3.113)
— \/ﬁexp{ [—%@ — Zo) ] }’

em que C' é uma constante de integracdo. Para determinar essa constante, utilizamos a condi¢ao
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de localidade:

. Y 1 m 2 _
11_{% (x,t|x0,0) = 11_{% {\/ﬁ exp{ [—%(.CE — o) } }} = d(x — x9), (3.114)

que exprime o fato que no limite em que ¢ — 0, o sistema deve estd localizado em um ponto
r = xg, 0 que pode ser descrito por uma delta de Dirac. Para aplicar essa condi¢cdo, podemos

utilizar o limite gaussiano, dado por:

lim —— exp(—n’y®) = d(y) (3.115)
T

n—0o0

se compararmos a (3.114) com (3.113)), identificamos que y = x — x, \/i;r = \/%7 en’ = 5.

1/2

Pois comot — 0 e n o t7/%, entdo esta consistente com o limite n — oo. Com essa

identificacdo, a constante de integragcao €

C = : (3.116)

e portanto, a funcao de transformacao da particula livre unidimensional é

(,t)20,0) = ,/Q:th exp{ [—%(m . xO)Q] } (3.117)

3.5.2 Aplicagdo 2: Oscilador Harmonico

O oscilador harmonico quéntico € um modelo amplamente utilizado em diversas dreas da
Fisica. Um exemplo cléssico € a descricao de pequenas vibragdes de moléculas diatdmicas em
torno de seus pontos de equilibrio estaveis (ISRAELACHVILI, 2011; CHIQUITO; ALMEIDA,
1999; BASSI, [2001). Outra aplicacdo relevante ocorre na quantizagdao do campo eletromagné-
tico, onde cada modo vibracional do campo € tratado como um oscilador harmoénico com uma
frequéncia caracteristica (SCULLY; ZUBAIRY [1997; TOBIAS et al.l [2019). Além de sua re-
levancia praética, o oscilador harmonico desempenha também um papel fundamental como mo-
delo tedrico devido a sua solvabilidade e as técnicas matematicas associadas. Por conta disso,
varios modelos sdo generalizados a partir dele, por exemplo cadeias de osciladores acoplados e

osciladores em cavidade esférica (MARION| 2013; MELO; PIMENTEL; RAMIREZ, 2016).
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Para encontrar a funcdo de transformacao do oscilador harmo6nico unidimensional, par-

timos do seu hamiltoniano que é:

N2 2

- D mwz
H=— 3.118
o + 5 ( )
cujas equagdes dindmicas sdo obtidas a partir (3.59) ou (3.70)
. oH P
T=s = —%[i’,H] = B,
b m (3.119)
A oOH N
P==—7z = —%[ H] = —mw?s

Embora possamos resolver diretamente essas equagdes, adotaremos uma abordagem alternativa,
utilizando um conjunto de operadores nao-hermitianos com equacdes dindmicas desacopladas,
o que simplifica a descri¢do.

Os operadores ndao-hermitianos sdo definidos a partir da seguintes relagdes:

1
0 = ———(mwi +ip), a' =

vV 2mhw

1

onde @ e a' sdo chamados de operadores de aniquilacdo e criagdo ['| respectivamente. A trans-

formacdo inversa é dada por:

h
2mw

(a+ab), p=i 5 (af — a). (3.121)

=
I

Substituindo as relagdes da Eq. (3.121)) na (3.118]), obtemos:

H= % (aat +a'a) . (3.122)

A equagdo de autovalores e autoestados do operador a é:
alay =ala), (3.123)

eparaal é

(a*|a' = (a*| a”, (3.124)

$Nos trabalhos de Schwinger, ele se referia aos operadores @ e a' como operadores nio-hermitianos.
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onde a* é o complexo conjugado de a.

Nessa descri¢do, podemos determinar a fungéo de transformagio que leva do estado |a),
no instante ¢ = 0, para o estado (a*| em um instante ¢ > 0. Para isso, devemos ordernar
o hamiltoniano (3.122)) de forma que os todos os termos tenha a' a esquerda e a a direita.

Podemos utilizar o comutador desses operadores, que é

[a,a'] = —%[a?,ﬁ] =1, (3.125)
0 que nos da,
aal =afa+1, (3.126)

com isso, podemos reescrever (3.122) da seguinte forma:
. ]
I = hw aa—|—§ . (3.127)

Para saber a evolucao temporal dos operadores ndo-hermitianos, podemos utilizar (3.70):

i=— [aH] — —iwa, (3.128)
cuja solugdo é
a(t) = a(0)e ™", (3.129)

a'(t) = a'(0)e™". (3.130)
Para que o hamiltoniano atue nos estados de a e a’, devemos reescrevé-lo utilizando a
solucdo temporal de a(t), para que ag atue no seu autoestado |a,0).

. | 1
H = hw {a*(t)e—mao + 5} , (3.131)

com isso os operadores atuam nos seus autoestados no mesmo instante de tempo. Com esse
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hamiltoniano, temos que equagdo de Schrodinger para funcdo de transformacgao é

9 <a*7t|a’70> _ i * ~t A~ —iwt 1
v =-z (a* t| {ﬁw {a (t)age + 5 |a,0)

) (3.132)
= {—iw (a*aoe_m + 5)] (a*t]a,0) .
A solucdo dessa equacdo diferencial é:
* * —iwt wwt
(a*,t|la,0) = Cexp | a*age™ " — - | (3.133)
sendo C' uma constante de integracdo. Para ¢ = (, temos que
(a*,0]a,0) = C'exp (a*ayp), (3.134)

para determinar a constante de integracdo, consideremos que para o estado nulo essa fun¢ao é

normalizada, em outras palavras,
(a* =0,0la =0,0) =1, (3.135)

portanto, a constante de integracdo deve ser C' = 1 para que essa condicdo seja valida. Logo, a
func¢do de transformacdo do oscilador harmonico nessa descricao é
; 1wt , ,
(a*,t|a,0) = exp (a*e_mao — 7) — ¢ W2 oxp (a*e‘wtao) . (3.136)
Para obtermos o espectro de energia do oscilador, devemos representar essa funcao de
transformacdo na base de autoestados do hamiltoniano, ja que esse operador estd relacionado a

energia do sistema. Antes disso, precisamos definir o operador niimero 7 = a'a. A equacio de

autovalores e autoestados desse operador é
nin) =nln) (n=0,1,2,...) (3.137)

onde os autovalores 7 sdo ndmeros inteiros. O hamiltoniano do oscilador escrito em termos do
operador nimero fica

H = hw (n+%) (3.138)
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o comutador do hamiltoniano com o operador nimero é [%Z ,ﬁ} = 0, e portanto, os operadores
Hen compartilham uma mesma base.

Na subsecdo [3.2.2] vimos que a variagdo infinitesimal de um estado é provocada por
um gerador infinitesimal, o qual depende do tipo de variacdo. No caso de variagdes temporais
infinitesimais, vimos na (3.62)) que o gerador temporal é G, = —Ht. Nesse caso, a variacao

temporal infinitesimal de (a*,t| ¢ dada por:

5, ((a*t]) = h(a G, = %m*,a%&, (3.139)

por outro lado,
0 (a”,1]
i) = 14
3¢ ((a*,t]) BT ot, (3.140)

comparando essas duas, obtemos a equacdo de Schrodinger para esse estado

8 (a*t : X
%’t’ | —% (a* t| A, (3.141)
cuja a solugdo é,
(a*t| = (a*,0] e /N (3.142)

com isso, a fun¢do de transformacdo pode ser reescrita como
(a* t]a,0) = (a*,0| e~ 1" |a,0). (3.143)

Podemos utilizar a relacdo de completude dos estados de nlimero para escrever

(a* ta,0) = (@0 Y n) (n| e /a0y = 3 (a* 0ln) e E " (n|a,0),  (3.144)
n=0 n=0

onde FE, é autoenergia associada autoestado |n). Por outro lado, a segunda exponencial que

aparece na ultima igualdade da (3.136) pode ser expandida na seguinte série de poténcias:

a* tla,0) = et/ wefinwtw _ (a*>n€—iwt<n+%) (ao) . (3.145)
e ) 2 e T T Vil
Ao comparar (3.144) com(3.143)), identificamos que

(@0 = 2L nja) = L (3.146)
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que sdo as projecoes dos estados de criacdo e aniquilacido na base do operador nimero. Além
disso,

E 1
#zm(n—ké) (n=0,12...), (3.147)

logo, as autoenergia do oscilador sdo dadas por:
1
E, = hw (n+§) (n=0,1,2...). (3.148)

Note que, mesmo para n = 0, a energia do oscilador ndo é nula: E, = %hw Isso
significa que, mesmo no estado de menor energia possivel, o oscilador ndo esta completamente
em repouso. Essa é uma caracteristica fundamental da mecanica quantica — se a energia fosse
exatamente zero, tanto a posicdo quanto o momento do oscilador teriam valores definidos, o
que violaria o principio da incerteza de Heisenberg.

No capitulo seguinte, aplicamos a mesma légica utilizada para um Unico oscilador a fim
de obter as autoenergias do Hamiltoniano de osciladores acoplados. Veremos que a simples
introducao de um conjunto de operadores de criac@o e aniquilagdo para os osciladores nao € su-
ficiente para desacoplar o Hamiltoniano; serd necessario realizar uma transformacao ortogonal

desses operadores para alcancar uma forma diagonal.
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4 OSCILADORES INTERAGENTES

O modelo de osciladores interagentes surge em diversas situacdes dentro da dtica quan-
tica, como na interacdo da matéria com o campo eletromagnético em cavidades Opticas. No
processo de quantizagdo do campo, cada modo normal € representado por um oscilador, e o
numero n que aparece na energia de esta relacionado a contagem de f6tons no modo do campo
(SCULLY; ZUBAIRY}[1997; GERRY; KNIGHT, 2005; TOBIAS et al.,2019; BEDOYA, 2013).

Uma aplicacdo relevante é o uso de modelos de osciladores harmonicos para descrever
armadilhas de ions, nas quais um oscilador representa um fon aprisionado em uma cavidade,
enquanto outros osciladores acoplados a ele representam os modos do campo responsaveis pelo
confinamento (KAJITA, 2022). Esse tipo de modelagem € fundamental e de grande interesse
para a computagdo e informacdo quantica, uma vez que armadilhas de fons permitem aprisionar
e manipular fons atdmicos que funcionam como qubits, possibilitando o controle e a realizagcdo
de operagdes légicas entre eles (NIELSEN; CHUANG!, 2010).

Outro modelo relevante € o de uma rede linear de osciladores acoplados, o qual se mostra
util para explicar a propagacio de ondas eldsticas em materiais cristalinos. Nesse modelo, as
particulas representam os dtomos, enquanto as molas modelam as ligacOes e vibracdes entre
elas. A energia de vibracdo das ondas que se propagam na rede € quantizada, e o quantum de
energia € chamado de fonon, por analogia com o féton (KITTEL; MCEUEN, 2018]).

Neste capitulo, abordamos o modelo de osciladores acoplados em uma dimensao utili-
zando algumas técnicas do principio da acdo quantica. Seguimos uma abordagem parecida com
a que foi utilizada na referéncia Melo, Pimentel e Ramirez| (2016)) para determinar a funcdo de
transformacao e o espectro de energia do modelo de osciladores interagentes em uma cavidade
esférica. Conseguimos realizar uma transformacgdo ortogonal que leva a um hamiltoniano de
osciladores desacoplados, representando os modos normais de vibracdo do sistema como um
todo. Inicialmente, tratamos o caso de dois osciladores, a fim de generalizar os resultados para

o caso de N osciladores.
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4.1 OSCILADORES INTERAGENTES EM UMA DIMENSAO (CASO N=2)

O modelo mais simples de osciladores acoplados consiste em duas particulas de mesma
massa m, cada uma conectada a uma mola de constante elastica k. Além disso, as duas mas-

sas estdo interligadas por uma terceira mola, também de constante k, conforme ilustrado na

Figura[5

z1(t) x3(t)

Figura 5 — Sistema de dois osciladores acoplados por molas idénticas.

Fonte: Autor.

Seja x1(t) e xo(t) as posi¢des das particulas no instante de tempo ¢. As equagdes de

movimento sdo dadas por:

mil = —2]{71‘1 + ]{31’2, mlfg = —2]{31’2 + k’[El. (41)

Na formulacao hamiltoniana, as equagdes candnicas sao:

OH OH

.Z.Ul P — &7 pl = —— = —2]{3371 + ]{71'27 (42)
8p1 m 6I1
OH OH

L.UQ P — 227 p2 = - = —2]{3372 + ]{71'17 (43)
8p2 m 61‘2

onde p; € py sao os momentos conjugados das coordenadas x; e x5. A Hamiltoniana correspon-

dente ao sistema €:

2 2.2 2 2,..2 2
V2 mw Ty Y2 mwor; = mw 9
H=*L 4 = "1, 2 - 4.4
2m+ 5 +2m+ 5 + 5 (x9 — 21)7, 4.4)

onde w € a frequéncia angular de oscilagao, definida como w = +/k/m.
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Para obter a versdo quantica desse sistema, aplicamos a quantiza¢do candnica, substi-

tuindo as varidveis cldssicas por operadores:

/\2 A A A

LT + B (6 — )2

2m 2 2m 2 2
R B me
2m  2m 2

(28] — &129 — ody + 223) .

4.5)

Podemos reescrever essa expressdao de forma mais compacta utilizando notacdo matri-

cial:

>
Il
|
| —
8
8
L

P .
. pT

o>
If
I

i~

[y

3

I\

—_

D2
As relagdes de comutacdo entre as coordenadas e os momentos sao:
Na forma matricial, o comutador entre X e p pode ser expresso como:

A A

[%.p] =X"P — p' % = [Z1.01] + [2.02)-

Além disso, introduzimos a matriz de acoplamento:

02 =2
-1 2

Com essas defini¢des, o hamiltoniano assume a forma compacta:

o
H=—p"p+ox"Q0%.
2m 2

(4.6)

4.7)

(4.8)

4.9)

(4.10)
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4.2 PROPRIEDADES DA MATRIZ DE ACOPLAMENTO

A matriz dada pela equagio (#.9) € simétrica, ou seja, satisfaz a relagdo [Q%]7 = Q2.

Matrizes simétricas possuem as seguintes propriedades (LAY; LAY; MCDONALD] 2018):
¢ Todos os autovalores de uma matriz simétrica sio nimeros reais;
* Os autovetores correspondentes a autovalores distintos sdo ortogonais.

Além disso, uma matriz simétrica pode ser diagonalizada por uma matriz ortogonal O,
cuja inversa é igual a sua transposta, ou seja, O~! = O?. Dessa forma, a diagonalizacio da

matriz de acoplamento é dada por

Q? = 0TD?0, 4.11)

onde D? é a matriz diagonal associada a Q2.
Uma propriedade importante de matrizes simétricas € que qualquer poténcia delas tam-

bém resulta em uma matriz simétrica. Além disso, para qualquer 5 € R, vale a relagdo geral:
Q° = 0TD’0, (4.12)
ou também,
D? = 0Q°07. (4.13)

Assim, se conhecemos a matriz diagonal D?, podemos determinar D, uma vez que D* = DD.

Para encontrar os autovalores da matriz {22, resolvemos a equacdo caracteristica:
det (€2 — XI) =0, (4.14)

onde \? representa um autovalor e I é a matriz identidade. Ao resolver essa equagio, obtemos

os seguintes autovalores:

AN =w? A3 =3wh (4.15)

Os autovetores correspondentes sdo determinados pela relagdao de autovalores e autove-

tores:

Q’v = \2v. (4.16)
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Os autovetores normalizados correspondentes aos autovalores \? e A2 sdo, respectivamente:

Lt L ! 4.17)
Vi = —= s Vg = —= . .
V2 |1 V2 |1

Dessa forma, as matrizes ortogonal e diagonal associadas ao problema sao:

1 |1 1 ) , (1 0
0O=— , D" =w . (4.18)
V2 |1 1 0 3
No caso de matrizes diagonais, a poténcia de seus elementos € equivalente a poténcia da
matriz, ou seja,

D’ = diag(A\Y, A5, ..., \2). (4.19)

Aplicando essa propriedade, obtemos:

1 0 w1 0

D:w =
0 V3 0wy

) (4.20)

onde as autofrequéncias (ou frequéncias de modos normais) da matriz €2 s@o w; = w e wy =

V3w,

4.3 OPERADORES DE CRIACAO E ANIQUILACAO

A estrutura do hamiltoniano dada pela equagdo sugere que podemos introduzir um
conjunto de operadores de criacdo e aniquilacdo, de forma andloga ao tratamento do oscilador
harmonico. No entanto, ao expressar o sistema em termos desses operadores, o hamiltoniano
ainda continua acoplado. Para desacoplé-lo, € necessario realizar uma nova transformagao para
um segundo conjunto de operadores de criacdo e aniquilacdo.

O primeiro conjunto de operadores € denominado operadores de estados vestidos (DSO).
Esses operadores estao relacionados a vibragao individual de cada oscilador (MELO; PIMEN-
TEL; RAMIREZ, 2016). Contudo, devido ao acoplamento entre os osciladores, os operadores
de um oscilador ndo apenas criam e aniquilam os estados préprios do respectivo oscilador, mas

também afetam os estados do outro oscilador.
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O segundo conjunto de operadores de criacdo e aniquilacdo € denominado operadores
de modos normais (NMO) (MELO; PIMENTEL; RAMIREZ, 2016)). Esses operadores estao
associados ao movimento coletivo do sistema como um todo, no qual as vibragdes de cada os-
cilador se superpdem para formar os modos normais. Ao desacoplar o Hamiltoniano utilizando
os operadores NMO, conseguimos tratar os novos osciladores como sistemas independentes,
em que cada oscilador representa um modo normal de vibracdo do sistema. A seguir, mos-
traremos que os operadores NMO estdo relacionados com os operadores DSO através de uma

transformacao ortogonal.
4.3.1 Operadores de Estados Vestidos (DSO)

No contexto da Gtica quantica, os operadores de criacdo e aniquilagido de estados ves-
tidos recebem esse nome devido a uma interpretacdo especifica da interacdo entre a matéria
e o campo eletromagnético. Nessa interpretacdo, a interacdo pode ser vista como se 0 4&tomo
estivesse “vestido"pelos fétons do campo, fazendo com que o sistema dtomo-campo se torne
um unico ente coeso (COHEN-TANNOUDJI; HAROCHE, 1969). Embora o modelo que esta-
mos tratando envolva mais diretamente ligacdes e vibragdes entre &tomos, adotaremos a mesma
terminologia para os operadores que introduziremos a seguir.

Os operadores de aniquilagdo (a;,as) e criagdo (d{, d;) formam o conjunto de ope-
radores de estados vestidos (DSO). Para representar esses operadores de maneira matricial,

definimos as seguintes matrizes associadas a eles:

R ai R
a=| |; aTE[dl d2:|;
a2
4.21)
At
a
AT: 1 ATT: A A
R PO _[“1 “g]
Qs

A forma do Hamiltoniano dada pela equagdo (4.10) nos induz a realizar a seguinte trans-

formacdo de varidveis:

1 . 1 .
a= Q2 (mQx+ip), a = Q2 (mQx —ip),
5 ( D) oI ( D) .
1 ! 1 . '
al = (mx"Q+ip") @72, &l = (mx"Q —ip") Q2
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A transformacdo inversa é dada por:

2m 2 (4.23)

(%, p]. (4.24)

Com essas transformacdes, o Hamiltoniano em termos dos operadores DSO pode ser

EXpresso como:

H= g (a"Qa + a’Qal) . (4.25)

Apesar dessa transformacdo, o sistema ainda permanece acoplado. Os operadores de
criacdo e aniquilacdo de um oscilador continuam a influenciar o comportamento do outro. No
entanto, podemos realizar uma nova transformagao para desacoplar o sistema. Utilizamos a
transformacdo ortogonal O para gerar um novo conjunto de operadores, o que leva o Hamilto-
niano a um sistema de osciladores desacoplados, com as autofrequéncias determinadas na se¢ao

anterior.
4.4 Operadores de Modos Normais (NMO)

Para realizar o desacoplamento do hamiltoniano dado pela (4.25)), fazemos uma trans-

formacdo ortogonal nos operadores de criacao e aniquilagdo:

A=0"a AT =40,
(4.26)
Af=0%al; AT =ai70.

Esse novo conjunto de operadores de criacdo e aniquilacao € denominado operadores de modos

normais (MELO; PIMENTEL; RAMIREZ, 2016)). O comutador entre A e Af é dado por:

[A, AT} — ATAT— ATA = 470074’ — aT007a = a”al — aiTa = [a,a1], 427)
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o que nos d4 as relacdes de comutagao:
|:1211, AI] = il, |:A2, A£i| = 12, (428)

os indices nos operadores unitdrios indicam que cada operador de modo normal atua exclusiva-
mente no respectivo espaco de Hilbert. O operador unitdrio do sistema como um todo é dado
por 1= 11 ® 12. Como vemos pela (4.27)), o comutador é invariante sob a transformac@o (4.26)),
o que faz dela uma transformacao candnica.

O hamiltoniano, expresso em termos dos operadores NMO, é:

=" (a"00"Q0"04a + a4’ 00" N0"04')
. (4.29)
-2 (ATTDA v ATDAT> :

que agora possui uma forma diagonalizada. Utilizando a matriz dada pela (4.20)), podemos

reescrever (4.29) como:

H=

N | St

(wl%ﬁfll + CL)ZA;AQ -+ wlAlAI + (.UQAQA%)
(4.30)

&

- =22 (A{Al + AlAD + (AQA2 n A2A;) ,
onde as autofrequéncias sdo w; = w e wo = v/3w. Utilizando as relacdes de comutacio da

(4.28), podemos reordenar o hamiltoniano da seguinte maneira:
A~ A.I. ~ ]_ /\—i- ~ 1
H = hw | AJA; + 3) Tt huoy | AJAs + 5) (4.31)

com isso, obtemos um sistema descrito por dois osciladores desacoplados com frequéncias w,
e wo. Contudo, esses osciladores desacoplados nio sdo os mesmos osciladores acoplados pelas
molas. Cada um desses osciladores desacoplados representa um modo normal de vibragdao do
sistema como um todo. Ao contrario dos operadores DSO, que fazem com que os operadores de
um oscilador atue nos estados do outro, os operadores NMO atuam exclusivamente nos proprios

autoestados. Isso implica que ndo ha acoplamento entre os modos normais do sistema como um

todoffl

IClassicamente, cada modo normal representa uma forma distinta do sistema oscilar. Uma das configuracdes possi-
veis € que os osciladores oscilem em fase, no mesmo sentido, com frequéncia w; = w. Na segunda configuracdo,
os osciladores oscilam em fase, mas em sentidos opostos, com frequéncia we = V3w.
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4.5 FUNCAO DE TRANSFORMACAO

Anteriormente, fizemos o desacoplamento do hamiltoniano utilizando a transformacao
ortogonal dos operadores de estados vestidos para os operadores de modos normais. Nesse
sistema desacoplado, cada oscilador atua em um espago de Hilbert distinto, de modo que o
espaco de Hilbert do sistema global € a combinagdo dos espacos de Hilbert de cada oscilador,

ou seja, (JA ® J%). Portanto, o estado do sistema nessa representacdo é dado pelo produto

tensorial dos estados de 1211 e 1212:
|A) = |Ay, Ag) = |A1) ® |Ag) (4.32)
e para o espago dual, temos:
(A7 = (A}, A3 = (A7] @ (A3]. (4.33)
Os operadores de modos normais atuam nesses estados da seguinte forma:
AjJA) = A |A) e (Af| Al = (4" AF (i=1,2). (4.34)

Agora, vamos determinar a func¢do de transformacio na descricio de modos normais

(A*t|A,0). Para isso, comegamos determinando a evolug@o temporal dos operadores NMO:
Al = —% |:A1, ]’Tli| = —iwlfll, AQ = —% [Ag, ]:Ii| = —iWQAQ, (435)

cuja as solucdes sdo:

Al = Al (O)G_iwlt, AQ = AQ(O)G_iwzt, (436)
e para os operadores adjuntos temos:
Al(t) = Al(0)et,  Al(1) = AL(0)e™". (4.37)

Substituindo as solucdes da (4.36)) na (4.38)), obtemos:

. A N ) 1 N A ) 1
H = hwl AJ{ (t)Al (O)Q_Zwlt + §:| + hCUQ |:A;<t)A2(0)€_lw2t + 5 . (438)
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A equacdo (4.39)) para a funcdo de transformagdo que queremos determinar é:

(A HA0) i

= —— (A" t| H|A,0
o (A0 H]A,0)
. 1 , 1
= {—iwl [AjAl(O)e_“‘“t + 5} — W [A;AQ(O)e_“"?t + 5} } (A*,t|A,0) .

(4.39)

A solucdo dessa equacdo diferencial é:
. ot . ot
(A%, | A, 0) exp {A;Al(o)ew . “"71] exp [A;Az(o)ew - MTQ] . (4.40)

Desse resultado, podemos notar que a fungdo de transformacdo do sistema é o produto das
fungdes de transformacdo de cada oscilador NMO. Aqui consideramos a constante de integra-

cdo como sendo igual a 1, pelo mesmo motivo que fizemos para o oscilador harmonico livre,

utilizando as relacdes (3.134) e (3.133).

4.6 ESPECTRO DE ENERGIA

Os operadores DSO estao relacionados com os operadores NMO através de uma trans-
formacao ortogonal que diagonaliza o hamiltoniano. Dado que a transformagdo O, que repre-
senta em nivel quantico uma transformacao candnica, o espectro de energia na base NMO deve
ser o mesmo que na base DSO (MELO; PIMENTEL; RAMIREZ, 2016).

No capitulo anterior, para determinar o espectro de energia do oscilador harmonico,
foi necessdrio representar a funcdo de transformacao na base de n (que também € a base das

energias). Para o sistema de dois osciladores, o operador nimero é definido como:
In) = |n1,ng) = |n1) @ |ng), 4.41)

onde os estados de cada oscilador formam uma base completa:

o0 [e.9]

S )l =11 e Y |no) (ng| = L. (4.42)

n1=0 no=0



A funcdo de transformacao pode ser escrita da seguinte forma:

(A" 1| A,0) = (A}£]A1,0) {A3,1] A20)

A evolugdo temporal do estado (A7,t| é dada por:

oo
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(4.43)

(A7t = (A7.0[ e M = (A7 01 Y ) (ma] e 0 =N " (A7 0fna) e Em Y (ny

n1=0 n1=0

e a funcdo de transformacgado do oscilador 1 pode ser reescrita como:

<Aiat’A17O> = Z <A>{70‘n1> eiiEnlt/h <n1‘A170> )

n1=0

De forma andloga, para o oscilador 2, temos:

(A5:4142,0) = Y (A5.0[ng) €27 (0] A5,0) .

no=0

Substituindo (#.43) e (@.46]) na (4.43)), obtemos:

[e.o] o0

<A*at|A70> = Z <AT7O|TL1> e_iEnlt/h <7’Ll|A1,O> Z <A§,0|7’L2> e—iEth/ﬁ <n2|A270> :

n1=0 no=0

Por outro lado, podemos fazer a seguinte expansdo em série na (4.40) para obter:

(A*t|A,0) = i (AD™ i(m+4 ot (Ar(0)™ i (A2)" i(na+d)ont (A2(0)‘)”2'

f— TZ1! 711! na—0 TZQ!
Comparando a (#.47) com (4.48), identificamos que:
(An)™ (A:(0))™
Aj0lny) = ; A0) = ———,
< 1 |TL1> \/n_l' <TL1| 1 > \/n_l'
(A3)" (A2(0))"

(A;,O|n2) = <TL2|A2,0> =

\/ng! ’ \/ng!

Além disso, obtemos as autoenergias de cada modo normal:

1 1
E‘n1 :hwl (n1+§) s En2 :hw2 <TL2+§) (n17n220,1,27...).

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)

(4.50)
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e as autoenergias do sistema como um todo sio a soma dessas duas autoenergias:

1 1
Enl,ng = h&)l (nl + 5) + h(«dg (712 + 5) . (451)

4.7 OSCILADORES INTERAGENTES EM UMA DIMENSAO (CASO N)

Mostramos como escrever o hamiltoniano de dois osciladores em uma forma matricial,
0 que nos permitiu introduzir um conjunto de operadores de criagdo e aniquilagdo associados
aos estados vestidos (DSO). No entanto, para desacoplar o hamiltoniano, foi necessério rea-
lizar uma transformacdo ortogonal para um novo conjunto de operadores, conhecidos como
operadores de modos normais (NMO). Esse processo exigiu a determinagdo dos autovalores e
autovetores da matriz de acoplamento, a fim de obter tanto a matriz diagonal quanto a matriz
de transformacdo ortogonal. Como resultado, chegamos a um hamiltoniano que descreve dois
osciladores independentes, cada um representando um modo vibracional possivel.

Nesta se¢do, iremos generalizar os resultados obtidos anteriormente para um sistema
de N osciladores acoplados em uma dimensdo, conforme ilustrado na Figura [f] Seguindo a
mesma abordagem, obtemos um hamiltoniano de NV osciladores independentes, sendo que cada
um representa um modo normal. Para isso, precisamos diagonalizar a matriz de acoplamento
de dimensdo /N, determinando assim seus /N autovalores e autovetores. Dessa forma, obtemos

as frequéncias dos modos normais.

20) w) . znald Py 1)

I3
=
—
=
=
8 F---—

Figura 6 — Sistema de N osciladores acoplados por molas idénticas.

Fonte: Autor.

Classicamente, as equacdes de movimento desse sistema sdo dadas por (MARION,
2013):
i = —w?2r —m 1 —x41) (I=1,...,N). (4.52)

Observamos que cada particula interage diretamente apenas com suas duas particulas vizinhas
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mais proximas. Com as condi¢des de contorno xy = zy,1 = 0, que também se aplicam para
0s momentos py = pyi1 = 0.

A energia cinética e potencial desse sistema sdo, respectivamente:

N 2
T=Y L 4.53
Do (4.53)
=1
e
N+1 mw2
U= —x4)%. :
> 5 (w1 —w11) (4.54)
1=1
Portanto, o hamiltoniano classico é:
N+1 p2 mwQ
H=T+U-= [ﬁ 5 () — xl_1)2 . (4.55)
=1
Aplicando a quantizac@o canoOnica:
(17l>pl) — (i‘bﬁl)’
cujas relacdes de comutagao sao:
[j:l; L%m] = [ﬁlaﬁm] = 07 [jlaﬁm] = 5lmlh (456)
O operador hamiltoniano é:
. N+1 ]52 mw2
H= {ﬁ + (@ - i1)?] (4.57)
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Para colocé-lo na forma matricial, definimos as seguintes matrizes coluna:

T
. Lo .
X = , XD=|dy inls
TN
- (4.58)
D1
A ﬁQ ~T " ~ ~
P = . b= [pl b2 PN | >
_ﬁN_
e a matriz de acoplamento para esse sistema € dada por:
2 -1 0 O
-1 2 -1 0
P=wl0 -1 2 -1 .. : (4.59)
o 0 -1 2
K : : : s
Com isso, podemos colocar o hamiltoniano (4.57) na sua forma matricial:
- 1
H=—p"p+ 2370 (4.60)
2m 2

4.7.1 Diagonaliza¢do da Matriz de Acoplamento de dimensao N

A matriz dada pela (.59) aparece principalmente na resolucdo das equagdes de movi-
mento desse sistema cldssico. Para diagonaliza-la utilizaremos a mesma técnica que € utilizada

na referéncia Marion| (2013) para resolver esse sistema na versao cldssica.
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De um modo geral, os elementos da matriz (4.59) sdo

;

2w?,  sej =k,

(9°), =D =19 —w? selj—kl=1, 4.61)
0, se |j— k| > 1.
\

Essa é uma matriz simétrica e diagonalizavel de dimensao NV, e possui /N autovalores e

autovetores. Dessa forma, a equagdo de autovalores e autovetores €
QWO = v (r=1,... N), (4.62)

onde o indice r denota um dos autovalores e um dos autovetores da matriz (4.59). Cada auto-

vetor pode ser representado como uma matriz coluna de /N elementos:

ol

vg)

v =7 | (r=1,....N). (4.63)

o)

A equagio (4.62)) também pode ser escrita da seguinte forma indicial:

Z 2oy = . (4.64)

apartir da (4.61)), podemos escrever o lado esquerdo da (4.64)) do seguinte modo

Z ijvk =w < vjm - U§?1 - Uﬁl) ; (4.65)
e, combinando a (4.64)) com a (4.65]), obtemos a seguinte relagéo de recorréncia:
N = w? (2007 o) o)) (4.66)

Jj—1 Jj+1

Para encontrar \?, podemos testar a solu¢do do tipo

UJ(»T) = sin(a,.j), (4.67)
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onde «,. € uma constante. Para as componentes vizinhas, temos

UJ(C)l = sin [, (j — 1)] = sin(«,j) cos(a,) — sin(ay.) cos(a,.j),

v](-fr)l = sin [a,.(j + 1)] = sin(«,.j) cos(a,.) + sin(a,.) cos(a,.j). o9
Substituindo essas solugdes na (4.66), extraimos a seguinte relagio
A = 20?1 — cos(a,)] = 4w? sin® (%) : (4.69)
E para determinar ., podemos utilizar as condi¢des de contorno v((f) = vgll =0
o{” = sin(0) = 0, (4.70)

essa primeira condi¢ao ndo nos ajuda a determinar a constante, entdo usamos a segunda condi-

cédo:
01(\1111 = sin (o (N +1)] =0, 4.71)
portanto, temos
a,(N+1)=sm, s=0,12,..., (4.72)
ou
s
= =0,1,2,.... 473
“=yi1 ° (4.73)

Como hd apenas N valores de «,., ja que a equagdo (#.62)) exige apenas N autovalores A\°.
Portanto, o indice s se restringe de 1 at¢ N. E como ha uma correspondéncia de um para um

entre os valores de s e , podemos substituir s por  nessa ultima relagao:

r=12,...,N. (4.74)

Assim, os autovalores da matriz (4.59)) sdo obtidos a partir da seguinte relagdo

rm

)\2:4 2 2.2
r = S lz(NH)

} . r=12,....N. (4.75)
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€ os autovetores correspondentes sao

sin(a.)
sin(2a,
v - (2a,) ., r=12,...,N, (4.76)
Tr :
sin(Na;)

onde 7, € o fator de normalizacdo dado por:

N
> sin®(ja,). 4.77)
j=1

Utilizando o conjunto de autovetores (4.76)), a matriz de transformagao ortogonal é cons-

truida como

0= -v(l) v V(N)] ; (4.78)
e a matriz diagonal é ) .
o0 o0 0
0 M\ 0 0
D°=10 0 X 0 (4.79)
0 0 0 ... )%

Utilizando a propriedade (4.19)), somos capazes de escrever a matriz de diagonal associ-

ada a €2. Os elementos da diagonal principal s@o as frequéncias de modos normais:

wp 0 0 ... 0
0 Wa 0 0

D=1{0 0 w ... 0] (4.80)
0 0 0 ... wy

essas frequéncias sao dadas através da seguinte relagao:

wy = /)2 = 2wsin [ﬁ} . r=12,...,N. (4.81)
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Com todos esses resultados somos capazes de escrever o hamiltoniano na descricao de

operadores DSO e realizar uma transformagdo ortogonal para operadores NMO.

4.7.2 Hamiltoniano Desacoplado

Seguindo o mesmo raciocinio que fizemos para o caso /N = 2, somos capazes de escre-

ver o hamiltoniano em termos dos operadores NMO para o caso geral. Temos entao

H =

po| St

(ATTDA n ATDAT)
(4.82)

hw,
2

WE

(ALA, +A.41).

1

ﬁ
Il

onde utilizamos a matriz (4.80) e as frequéncias de modos normais sdo dadas através da relagdo
(4.81).

No geral, os comutadores dos operadores NMO sdo dados por
[AT,AS] —0, [AT,AT} — 5.4, (rs=1,....N). (4.83)

O que nos permite fazer a ordenacdo desse hamiltoniano como:

N
H=> hw, (AMT + %) : (4.84)
r=1

4.7.3 Funcdo de Transformacao

O estado do sistema de osciladores interagentes € definido através do produto tensorial

dos estados dos A’

e para o espago dual é:

(A" = (A]| @ (A5 ® ... ® (AN]. (4.86)
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Com essas defini¢des, a funcdo de transformacio na descricdo de modos normais € o
produto das funcdes de transformacgdo de cada oscilador, uma vez que os modos sdo indepen-

dentes. Assim, a fun¢do de transformacao total é dada por:

N N .
; Wyt
(A*t|A,0) ~tlA, 0) = AXA(0)e ™t — —— 1. 4.87
40) = [[ 4 814,.0) = [[exp [ 452,007 =5 @87)
4.7.4 Espectro de Energia
O estado do operador numero desse sistema € definido como:
In) =1n1) @ n2) ®...® |ny), (4.88)

onde os estados do operador nimero de cada oscilador formam uma base completa. Cuja as

relagcdes de completude sdo por:

> ) (| =1, (r=1,2,...,N). (4.89)

nr=0
Os operadores de cada oscilador atuam unicamente no seu proprio espago de Hilbert, sem in-
terferir nos estados dos outros operadores.

Ao representar a funcdo de transformacgdo na base do operador niimero, obtemos

* _ (A:)nr _ (AT(O))nT —
(A%, 0[n,) = A (n.|4,,0) o (r=1,2,...). (4.90)

além de obter as autoenergias de cada modo normal:

1 1 T
E, = — | =2 — |sin | ——— =0,1,2,...). 4.91
Ny hwr (nr+ 2) hew <7”Lr—|— 2) Sin |i2(N+1):| (nr‘ Oa ) Ly ) ( 9 )

Somando a energia de todos os modos, obtemos a energia total do sistema:

al rmw
En1,n2 ----- ny — Z hw, (nr ) Z 2hw (nr ) sin [m} . (4.92)
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Por fim, a energia do vacuo ocorre quando n,. = 0 para todos os 7, ou seja:

huw, N . T
Evo.0=) 5 = ; hew sin {—Q(N - 1)} . (4.93)

r=1

Esse resultado pode ser util para saber as energias de campos que sido quantizados, ja
que alguns sdo representados por conjunto de osciladores desacoplados. No caso das ondas
eletromagnéticas, o nimero n estaria relacionado a contagem dos f6étons do campo. Ja no caso
das ondas eldsticas que se propagam em cristais, esse nimero estd associado ao nimero de
fonons presentes nessas ondas (KITTEL; MCEUEN, 2018; ] ASHCROFT; MERMIN, 1976).
Nesse contexto, conforme mostrado pela (¢.91)), cada modo normal pode possuir uma energia
distinta, dependendo do nimero n, de fonons. Além disso, como evidenciado pela (4.93),
mesmo na auséncia de fonons em todos os modos normais, ainda existe uma energia nao nula
associada ao vécuo. Portanto, mesmo na auséncia de fonons, as particulas continuam a exibir

flutuacdes em torno de suas posi¢des de equilibrio devido a energia do vacuo.
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho, analisamos diversos aspectos da formulacdo quantica de Schwinger.
Destacamos como o principio da a¢do quantica é uma abordagem ampla e poderosa, permi-
tindo a extragdo de diversas ferramentas matemadticas e técnicas eficazes para a resolucdo de
sistemas quanticos.

Um dos principais diferenciais dessa formulacdo € a incorporagdo de conceitos do prin-
cipio classico de Hamilton, adaptando-os a mecanica quantica. Um exemplo disso sdo as
transformacdes canOnicas, que possibilitam a escolha de um conjunto de varidveis mais con-
venientes, simplificando significativamente a descri¢do do sistema. Isso torna essa abordagem
vantajosa, pois oferece diferentes métodos para a resolu¢do de problemas.

Nos exemplos abordados, utilizamos a descri¢ao via hamiltoniano para resolver a equa-
cdo (3.92) e determinar a fun¢do de transformacao. Uma abordagem alternativa seria partir da
acdo quéntica do sistema para resolver a equacdo ((3.88)). No entanto, essa estratégia exige a
resolucdo da versao cldssica do sistema, a determinag@o das varidveis de movimento e o cdlculo
da integral da equacdo (3.37), a fim de obter a ac¢do classica. Uma vez determinada a agdo
cléssica, aplicamos a regra de quantizacdo para obter o operador de acgdo.

Optamos pela abordagem via hamiltoniano por ser, em geral, mais direta, uma vez que
a determinacao do hamiltoniano costuma ser mais simples do que a da ac¢do do sistema. No
entanto, ambas as técnicas possuem niveis de dificuldade semelhantes, pois ambas exigem a
determinac@o da evolucdo temporal das varidveis, seja pela formulacio cldssica para obter a
acdo, seja pela resolucio das equagdes de Heisenberg para os operadores.

Para ilustrar algumas das técnicas da formulacao de Schwinger, resolvemos alguns sis-
temas bem conhecidos na literatura, como a particula livre e o oscilador harmdnico, conforme
apresentado em |Griffiths e Schroeter (2018)) e Sakurai e Napolitano| (2020). Esses modelos sdao
fundamentais, pois servem como base para o desenvolvimento de técnicas aplicaveis a sistemas
mais complexos. No caso dos osciladores acoplados, ao encontrar uma transformacao candnica
de operadores de modos normais, o hamiltoniano ficou diagonalizado, o que tornou a descri¢do
mais simples. Ao ter um conjunto de operadores NMO desacoplados, podemos reaproveitar as
ideias do oscilador livre para determinar a func¢io de transformacao e o espectro de energia.

Embora o modelo analisado seja unidimensional e considere particulas idénticas, ele

fornece uma abordagem util para nos dar algumas intuicdes a respeito de vibracdes de modos
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normais de particulas acopladas. Além disso, acreditamos que as técnicas aqui desenvolvidas
possam ser aperfeicoadas para tratar modelos mais sofisticados, como osciladores acoplados em
duas ou trés dimensdes, bem como sistemas compostos por particulas com propriedades distin-
tas. Sendo modelos que se aproximam mais de situagdes reais de estruturas tridimensionais de
particulas interagentes.

Além disso, o modelo de osciladores interagentes poderia ser utilizado para descrever
interagdes de spin, se considerarmos as varidveis canOnicas como sendo binarias 1 e —1. O
que seria uma alternativa ou equivaléncia ao modelo de Ising, que € utilizado para descrever
interacoes entre spins e campos magnéticos (ISING, |1925)). Isso tem aplicagdes em drea como
quantum finance, no qual é comum modelar problemas de otimizacdo de portifélio de acdes
por hamiltoniano no formato de Ising (MUGEL et al., 2022). Desse modo, o modelo apresen-
tado nesse trabalho, com as simplifica¢des e adptacdes apropriadas, poderia ser explorado para
modelar algum problema de quantum finance.

Ademais, o modelo estudado servird como base para investigacdes futuras sobre sis-
temas mais complexos, como o oscilador de Pais-Uhlenbeck (PAIS; UHLENBECK), [1950;
MENDES, 2017). Para esse modelo, existem técnicas que elevam a ordem das equagdes de
movimento dos osciladores acoplados, conduzindo naturalmente a sua formulacdo. Nesse con-
texto, torna-se relevante explorar os fundamentos da quantizagdo em teorias de ordens supe-
riores (GROSSE-KNETTER, [1993). Diante disso, a formulagao de Hamilton-Ostrogradsky
desempenha um papel fundamental ao tratar sistemas com lagrangianos e hamiltonianos de
ordem superior(OSTROGRADSKI, |1850; MENDES, 2017). Assim, € razoavel supor que tam-
bém exista uma versdo quantica dessa formulacio, passivel de ser derivada a partir do principio
da acdo quantica.

Por dltimo, embora nem todos os aspectos e derivacdes da formulagdo de Schwinger
tenham sido explorados neste trabalho, recomendamos as seguintes referéncias para aprofunda-
mento no tema |Schwinger (1955), Schwinger, Englert et al.| (2001), Melo, Pimentel e Ramirez
(2011}, Melo, Pimentel e Ramirez| (2013), [Melo, Pimentel e Ramirez (2016)), Bedoya (2013).
Por fim, esperamos que este estudo tenha fornecido uma introdugdo clara aos principais concei-
tos dessa formulagdo e que as ideias aqui discutidas possam servir como base para a andlise de

sistemas quanticos mais complexos.
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