UNIVERSIDADE FEDERAL DE ALFENAS

GERSON GIANINNI GARCIA DO NASCIMENTO

BURACOS NEGROS EM RG E GRAVIDADE MODIFICADA

POCOS DE CALDAS/MG
2025



GERSON GIANINNI GARCIA DO NASCIMENTO

BURACOS NEGROS EM RG E GRAVIDADE MODIFICADA

Trabalho de Conclusao de Curso apresentado
como parte dos requisitos para obtencdo do
titulo de Bacharel em Ciéncia e Tecnologia
pela Universidade Federal de Alfenas.

Orientador: Prof. Dr. Rodrigo Rocha Cuzinatto

POCOS DE CALDAS/MG
2025



Sistema de Bibliotecas da Universidade Federal de Alfenas
Biblioteca Campus Pocos de Caldas

Nascimento, Gerson Gianinni Garcia do.

Buracos negros em rg e gravidade modificada / Gerson Gianinni Garcia
do Nascimento. - Pocos de Caldas, MG, 2025.

49 f, 1l -

Orientador(a): Rodrigo Rocha Cuzinatto.

Trabalho de Conclusao de Curso (Graduagao em Bacharelado
Interdisciplinar em Ciéncia e Tecnologia) - Universidade Federal de Alfenas,
Pocos de Caldas, MG, 2025.

Bibliografia.

1. Buracos Negros. 2. Relatividade Geral. 3. Gravidade Modificada. 4.
Termodinamica de Buracos Negros. . Cuzinatto, Rodrigo Rocha, orient. II.
Titulo.

Ficha gerada automaticamente com dados fornecidos pelo autor.




GERSON GIANINNI GARCIA DO NASCIMENTO

BURACOS NEGROS EM RG

Aprovada em: 05 de dezembro de 2025
Prof. Dr. Rodrigo Rocha Cuzinatto

Universidade Federal de Alfenas

Prof. Dr. Daniel Juliano Pamplona da Silva

Universidade Federal de Alfenas

Prof. Dr. Gustavo do Amaral Valdiviesso

Universidade Federal de Alfenas

E GRAVIDADE MODIFICADA

O Presidente da banca examinadora abaixo
assina a aprovacdo do Trabalho de
Conclusao de Curso apresentado como parte
dos requisitos para obtencdo do titulo de
Bacharel em Ciéncia e Tecnologia pela
Universidade Federal de Alfenas.

Assinatura:

Documento assinado digitalmente

RODRIGO ROCHA CUZINATTO
Data: 18/12/2025 18:47:07-0300
Verifigue em https://validar.iti.gov.br

govb



AGRADECIMENTOS

Agradeco, em primeiro lugar, a Deus pela oportunidade dada em realizar o
curso Bacharelado Interdisciplinar em Ciéncia e Tecnologia na Universidade Federal
de Alfenas. Agradego também aos meus pais, que me apoiaram durante essa
jornada até este momento de conclusdo desta etapa. Estendo este agradecimento
ao Prof° Dr° Rodrigo Rocha Cuzinatto, que me aceitou como orientando e me
possibilitou uma o6tima experiéncia, desde o comeg¢o até agora, em uma area
trabalhosa, mas gratificante.

GGGN agradece a PRPPG da UNIFAL-MG e ao CNPq pelo apoio financeiro.
RRC reconhece o apoio financeiro do CNPq.



RESUMO

Buracos negros (BN) s&o regides do espaco onde a gravidade é tdo intensa que
nada consegue escapar, nem mesmo a luz. Eles se formam geralmente a partir do
colapso de estrelas muito massivas, que ao esgotarem seu combustivel nuclear
acabam comprimidas em um ponto extremamente denso chamado singularidade.
Esse colapso € parte do processo de morte estelar; a estrela implode sob a propria
gravidade ou, conforme Einstein, sob a curvatura do espago-tempo. O objetivo inicial
deste trabalho foi estudar aspectos relacionados a geometria do espago-tempo
associada ao BN e suas variaveis termodinamicas. O objetivo subsequente foi
entender as expressdes para: (i) a temperatura, ligada a superficie de gravidade; (ii)
a entropia, relacionada a area do horizonte de eventos; e, (iii) a evaporacéo
(transicdo de fase) do BN. Nosso trabalho tedrico envolveu a analise sistematica do
artigo [1]. Durante o trabalho, abordamos: (1) Estudo da gravitagdo nos séculos XIX
e XX, do espaco-tempo na Relatividade Geral (RG) e da previsdo dos buracos
negros; (2) Dedugdo da métrica de Minkowski, com caracterizacdo de intervalos,
cones de luz e causalidade; (3) Analise qualitativa das equacgdes de Einstein da RG;
(4) Caracterizagao da métrica de Schwarzschild, com cones de luz e geodésicas via
mecanica Lagrangiana; (5) Estudo da métrica de Kerr-Newman, incluindo
singularidades, ergosfera, gravidade superficial e area; (6) Analise do impacto da
hipétese de ¢ e G variaveis sobre a fisica de BN. Estudamos quantitativamente: (A)
Estrutura causal do BN de Schwarzschild; (B) Propriedades da métrica de
KerrNewman; (C) Leis da termodinamica de BN (zero, primeira e segunda); (D)
Aplicagéo da radiagdo Hawking na evaporagao de BN; (E) Construgao das equacdes
de BN perturbadas pela presenga de acoplamentos fisicos co-variaveis, a saber:

velocidade da luz e constante gravitacional [2].

Palavras-chave: Buracos Negros; Relatividade Geral; Gravidade Modificada;

Termodinamica de Buracos Negros



ABSTRACT

Black holes (BH) are regions of space where gravity is so intense that nothing can
escape, not even light. They generally form from the collapse of very massive stars,
which, upon exhausting their nuclear fuel, end up compressed into an extremely
dense point called a singularity. This collapse is part of the stellar death process; the
star implodes under its own gravity or, according to Einstein, under the curvature of
spacetime. The initial objective of this work was to study aspects related to the
spacetime geometry associated with the BH and its thermodynamic variables. The
subsequent objective was to understand the expressions for: (i) temperature, linked
to surface gravity; (ii) entropy, related to the area of the event horizon; and (iii)
evaporation (phase transition) of the BH. Our theoretical work involved the
systematic analysis of article [1]. During the work, we addressed: (1) Study of
gravitation in the 19th and 20th centuries, of spacetime in General Relativity (GR)
and of the prediction of black holes; (2) Derivation of the Minkowski metric, with
characterization of intervals, light cones, and causality; (3) Qualitative analysis of
Einstein’s GR equations; (4) Characterization of the Schwarzschild metric, with light
cones and geodesics via Lagrangian mechanics; (5) Study of the Kerr—Newman
metric, including singularities, ergosphere, surface gravity, and area; (6) Analysis of
the impact of the hypothesis of variable c and G on BH physics. We quantitatively
studied: (A) Causal structure of the Schwarzschild BH; (B) Properties of the Kerr—
Newman metric; (C) Laws of BH thermodynamics (zeroth, first, and second); (D)
Application of Hawking radiation to BH evaporation; (E) Construction of the BH
equations perturbed by the presence of co-variable physical couplings, namely:

speed of light and gravitational constant [2].

Keywords: Black Holes; General Relativity; Modified Gravity; Black Hole

Thermodynamics.
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1 Introducao

A Fisica dos séculos XIX e XX passou por uma transformacgao profunda que redefiniu
nossa compreensao do Universo. No século XIX, a visdo classica baseada nas leis
de Newton parecia capaz de explicar praticamente todos os fendmenos naturais, en-
quanto o eletromagnetismo de Maxwell consolidava a ideia de um mundo regido por
leis deterministicas e continuas. No entanto, no inicio do século XX, esse panorama
comegou a mudar com o surgimento de duas revolugdes: a mecanica quantica e a
teoria da relatividade. A formulacdo do conceito de espago-tempo por Einstein, em
1905 e 1915, rompeu com a nogéao tradicional de espacgo e tempo absolutos. Na relati-
vidade restrita, espaco e tempo sdo unidos em uma estrutura quadridimensional onde
eventos fisicos dependem do referencial do observador. A relatividade geral, entéo,
aprofunda essa mudanga ao descrever a gravidade ndao como uma forga, mas como
a curvatura do espacgo-tempo causada pela presenga de massa e energia. Essa nova
geometria do Universo permitiu prever fendbmenos antes impensaveis. Veremos a se-
guir, de forma aprofundada, como esse contexto histérico possibilitou os avangos nos
estudos dos BNs.

1.1 O Cenario da Fisica nos Séculos XIX e XX

No final do século XIX, a Fisica parecia estar préxima de sua conclusao teérica. Como
destacado por Lord Kelvin, acreditava-se que os fundamentos da ciéncia estavam pra-
ticamente completos, restando apenas duas “nuvens no horizonte”. No entanto, essas
duas questdes levariam a revolugdes cientificas e ao desenvolvimento de duas gran-
des areas da Fisica Moderna:

* A Mecanica Quantica, que emergiu do estudo da falha do Teorema de Equiparti-
¢ao de Energia em baixas temperaturas e do problema da “catastrofe do ultravi-
oleta”;

» A Teoria da Relatividade, que surgiu a partir dos resultados negativos do experi-
mento de Michelson-Morley sobre o éter luminifero.

Este projeto de pesquisa esta relacionado a ultima vertente.

1.2 O Espaco-Tempo e a Relatividade Geral

Os estudos iniciais de Albert Einstein levaram a Teoria da Relatividade Especial, que
reformulou conceitos de espaco e tempo integrados. Posteriormente, Hermann Min-
kowski mostrou que essa teoria podia ser interpretada geometricamente, como um
espaco quadridimensional, com o tempo sendo a quarta dimensao. Apesar de inicial-
mente relutante, Einstein adotou a abordagem de Minkowski, o que resultou, posteri-
ormente, na formulagao da Teoria da Relatividade Geral.

Essa teoria explicou a gravitagdo como a curvatura do espago-tempo causada pela
presenca de massa e energia, resumida elegantemente pela frase de John Archibald
Wheeler: “A massa diz ao espago-tempo como se curvar, e o0 espaco-tempo diz a
massa como se mover”. Para desenvolver essa teoria, Einstein utilizou conceitos avan-
cados de geometria desenvolvidos por Riemann, Ricci e Levi-Civita.
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1.3 Solucgoes da Relatividade Geral e o “Nascimento” dos Buracos
Negros

Pouco apds a publicagao da Relatividade Geral, Karl Schwarzschild, em meio a Pri-
meira Guerra Mundial, encontrou uma solugao exata para as equagdes de Einstein.
Sua solugao descreveu objetos que mais tarde seriam chamados de buracos negros,
regides do espago-tempo onde a gravidade € tao intensa que nada pode escapar.

Estudos posteriores aprofundaram o entendimento desses objetos. Nos anos de
1930, Oppenheimer e Snyder demonstraram que buracos negros podem se formar
a partir de estrelas massivas em colapso. Entre 1916 e 1963, cientistas como Hans
Reissner, Gunnar Nordstrom, Roy Kerr e Ezra Newman generalizaram a solu¢do de
Schwarzschild (que descreve um buraco negro esférico e estatico), considerando bu-
racos negros com carga elétrica e rotagdo (momento angular).

1.4 A Era de Ouro dos Buracos Negros

Entre as décadas de 1960 e 1970, uma nova era de descobertas relativas aos bura-
cos negros comegou. Stephen Hawking e Jacob Bekenstein desenvolveram teorias
que conectavam buracos negros a termodinamica, atribuindo-lhes propriedades como
entropia e temperatura. Esses estudos pavimentaram o caminho para avangos expe-
rimentais, como a detecc¢io direta de ondas gravitacionais pelo observatorio LIGO, em
2015, confirmando a existéncia de buracos negros e permitindo novas explora¢des na
gravitacado e cosmologia.
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2 Relatividade Especial e o Espaco-Tempo de Minkowski

A relatividade especial, proposta por Einstein em 1905, descreve como as leis da fi-
sica sdo as mesmas para todos os observadores em movimento retilineo uniforme e
como a velocidade da luz no vacuo é constante. Ja o Espago-Tempo de Minkowski,
formulado por Hermann Minkowski em 1908, é a forma geométrica de representar a
relatividade especial. Nele, o espago e o tempo ndo sao entidades separadas, mas
dimensdes de uma unica estrutura quadridimensional. A separacao entre eventos é
descrita pelo intervalo de Minkowski, que permanece invariavel para todos os obser-
vadores. Essa geometria torna clara a natureza unificada do espago-tempo e fornece
a base matematica para a relatividade especial e, posteriormente, para a relatividade
geral. Abordaremos a seguir a compreensao acerca desses assuntos.

2.1 Intervalos e Diagrama de Luz

Em 1907, Hermann Minkowski introduziu uma nova forma de compreender os con-
ceitos de espaco e de tempo no contexto da Teoria da Relatividade Especial. Ele
propds que essas grandezas nao sao absolutas, mas sim relativas, dependendo do
observador e de seu movimento em relacdo a um referencial inercial. Apesar dessa
relatividade, Minkowski formulou uma equagao que combina o espago e o tempo em
uma unica entidade absoluta, chamada de espago-tempo. Esta apresenta uma propri-
edade fundamental: a invariancia do intervalo espaco-temporal. A equagao é expressa
como:

ds* = da* + dy* + dz* — Adt*. (1)

Essa equagao, conhecida como o Elemento de Linha de Minkowski, representa a
“distancia” (ou separagao quadridimensional) entre dois eventos no espago-tempo. A
partir dela, € possivel classificar os intervalos em trés tipos, dependendo do sinal de
ds%. Vamos explorar essas classificagdes na préxima secao.

2.2 Cones de Luz no Diagrama do Espago-Tempo de Minkowski

Os cones de luz no espago-tempo sédo diagramas desenvolvidos por Hermann Min-
kowski que ajudam a compreender as relagdes causais existentes no espago-tempo.
Em cada ponto, ha um cone que delimita as regides do passado e do futuro, separadas
pelo ponto do presente, que estabelece causalidade entre passado e futuro. O estudo
desses cones de luz é baseado no elemento de linha de Minkowski, dado na Eq. (1).

(1) Intervalo do tipo-luz (ds? = 0)

» Tipo-Luz: Apenas sinais na velocidade ¢ podem conectar os eventos.

No intervalo do tipo-luz, temos: ds? = 0. Vejamos a consequéncia disso:

0 = ds® = da* + dy? + dz* — *dt?,

Adt? = (dx2 + dy* + dz2) = di*,
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ou
o (T
dt ]’
ou ainda
2 2
c = (U) )
pois 7 = 2. Ademais, 2 = - 7 = v2 + v2 + v? = v%. Logo,
c=w,

que é a velocidade de uma particula que se move a velocidade da luz.
Logo, estamos falando de uma particula de luz, que é consistente com nosso ponto
de partida:
ds® = 0.

Como a relagao acima indica a trajetéria de uma particula de luz, esse elemento de
linha merece ser chamado de intervalo tipo-luz.

(1) Intervalo do tipo-tempo (ds? < 0)

» Tipo-Tempo: Os eventos podem ser conectados por particulas massivas com
v < ¢ permitindo uma relagéo causal.

No intervalo do tipo-tempo, onde o (dz? + dy? + d=?) é subdominante e (cdt)* é domi-
nante, a relagao fica assim:

ds® = (dz® + dy? + dz*) — (cdt)® = ds* é negativo = ds* < 0.
/ \W—/

~~
subdominante dominante

Como consequéncia, podemos reescrever como:

(da? + dy? + dz*) — 2dt* < 0,

dit\ 2
2 @y 2
oo (1) 2

A separacao existente entre os eventos permite o deslocamento de particulas massi-
vas, previsto na Relatividade Especial com velocidade v < c.

ou

(1) Intervalo do tipo-espaco (ds* > 0)

» Tipo-Espago: Nenhuma conexao causal é possivel, ja que exigiria v > c.

No intervalo do tipo-espaco, a parte espacial domina sobre a parte temporal:

ds® = (do* + dy* + dz*) — (cdt)® = ds* é positivo = ds® > 0,
N J/ \ﬁ,—/

~
dominante subdominante

e, Como consequéncia:

(dz® + dy* + dz*) — (c dt)* > 0,
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ou
di? > ¢ dt?,
ou ainda )
dr L2
—_— Cc.
dt
Logo,
vV > C.

Ent&o, como ja dissemos: ds?> > 0 < v > c. Essa relagdo implica que, para um in-
tervalo do tipo-espaco, a velocidade da particula seria maior que c¢. Porém, de acordo
com a Relatividade Especial, particulas massivas nao podem atingir velocidades supe-
riores a velocidade da luz. Assim, esse intervalo representa uma regido proibida para
o movimento de particulas.

Diagrama do Espaco-Tempo

No diagrama do espago-tempo, podemos analisar a estrutura causal do espago-tempo,
dividindo-o em regides do passado, presente e futuro acessiveis a uma particula mas-
siva. Essa estrutura tem a forma de um cone, chamado cone de luz: as bordas do
cone sao formadas por linhas inclinadas relacionadas a trajetdrias de feixes de luz
(Particulas nao massivas), como veremos abaixo.

Considere uma particula de luz, para a qual vale

P () IR

-\ dt o dt

Para um movimento s6 no eixo z (positivo), temos:
dy =dz = 0.

Entao, o deslocamento infinitesimal dr, fica:

dF = (dz) i + (] + (dTk,

ou . .
(dr)i = (dx)1,
que da
dr = dx.
Assim,
dx
c:aédaﬂ:cdté/dav:c/dt,

onde ¢ sai do sinal de integragao pois ¢ € uma constante universal. Para um desloca-
mento que comega na origem em t = 0, temos:

T t
/dx':c/dt':x'|g:ct'|6$x—0:c(t—0),
0 0

ou seja,
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x = (ct),

que pode ser rescrito como:

(et) =|(1) @+ (0).

Esta equacao pode ser comparada com a equacgao da reta:

y=|(a)fr +(b)

Comparando as duas ultimas equagao:

a=1
b=20

Logo, para particulas de luz, temos um grafico linear em que a inclinagao é exatamente
45°. Na fig. ??, essa reta corresponde as linhas inclinadas a direta, que formam a
lateral direita do cone. A linha inclinada a esquerda, que forma a lateral esquerda do
cone, é obtida repetindo o raciocinio acima no caso de um movimento da particula de
luz na direcdo negativa do eixo z.

Para uma particula massiva (que nao é de luz), vale:

dx v
V=—=>cT=0v=>Tr=—
dt c

(ct),

(ct) = gx

Como v < ¢, temos:

& . . ~ . i~ s
¢ > v = — > 1= inclinagdo maior que 45° = regido interna do cone.
v

Isso significa que particulas massivas acessam apenas a regiao interna do cone de
luz, tanto no passado (cone inferior, ¢ < 0) como no futuro (cone superior, ¢t > 0).

Figura 1 — Cone de luz no espago-tempo de Minkowski

Futuro

Y

Passado

Fonte: [1]
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2.3 Notacao compacta da métrica de Minkowski

Com base no diagrama do espacgo-tempo de Minkowski apresentado na segéo anterior,
introduzimos aqui o conceito da métrica de Minkowski para coordenadas cartesianas
e sua aplicacao no estudo da Relatividade Especial.

As coordenadas cartesianas sao definidas como:

0— ¢t
1

(1=0,1,2,3). (2)

2

3

8 8 8 8
I
SN

O tensor métrico do espago-tempo plano, ou métrica de Minkowski, € dado por:

-1 0 0 O
o +1 0 o | _ .

0 0 0 +1

O elemento de linha como fung&o da métrica € expresso como:

3 3
ds? = Z Z dz"g,,dz" = g, dx"dx”, (4)

pn=0 v=0
Na ultima igualdade, utilizamos a convengédo de soma de Einstein, que admite uma
soma para indices iguais (repetidos) que aparegcam uma vez como subescrito e outra

vez como superescrito.

No que segue, usaremos as Eqgs. (2) e (3) para construir uma nova versao de (4).

Tomando a diferencial da Eq. (2):

dz® = d(ct) = cdt

dz' = d
dat = d; _ d; (1=0,1,2,3). (5)
dx3 = dz

Adotando o produto triplo de matrizes na Eq.(3)

2

CAB = — (d*)” + (dz")” + (dz?)” + (da®)”
Substituindo (5) em (6), temos:

(6)

CAB = — (dz°)” + (da')* + (da?)” + (da®)
= — (cdt)” + (du)” + (dy)* + (d2)*
= —cdt? + da* + dy? + d2*.

Esse produto ¢ justamente o que denominamos ds? na Eq. (4). Logo:
CAB = dz? + dy* + d2* — Adt* = ds?, (7)

que corresponde ao elemento de linha de Minkowski.
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Coordenadas esféricas

A Eq. (7) da a métrica de Minkowski em coordenadas cartesianas. Esse elemento de
linha pode ser expresso também em coordenadas esféricas. A métrica de Minkowski
em coordenadas esféricas é:

ds® = —c2dt* + dr® 4 r2d6* + r? sin® 0d¢°. (8)
com as coordenadas esféricas.
Sendo:
d=? = cos? 0dr? — 2r sin § cos 8drdf + r* sin® 0d6?, (9)

dy? = sin?0'sin? ¢dr? + r? cos? 0 sin® pdb? + r? sin? 0 cos? pdg?
+ 27 sin 0 cos 6 sin® ¢drdf + 2r sin® 0 sin ¢ cos ¢drde + 2r* sin 6 cos 6 sin ¢ cos ¢dode,
(10)

dz® = sin® 6 cos? ¢dr? + r? cos? § cos? pdb? + r? sin® 6 sin® pd¢?
+ 2r sin 6 cos 6 cos? ¢pdrdd — 2r sin® 0 sin ¢ cos ¢pdrdg — 2r* sin 6 cos 6 sin ¢ cos Gpdide,
(11)

as diferenciais quadraticas em funcéo de (r, 6, ¢) e (dr,df, d¢), podemos substituir as
Egs. (9), (10) e (11) em (7), resultando em:

ds? = —c2dt® + dr? + r2d6® + r? sin®* 0d¢?, (12)
confirmando o resultado (8), que queriamos demonstrar que é o elemento de linha de
Minkowski em coordenadas esféricas.

Podemos reconhecer a métrica g, em coordenadas esféericas ao observar (12). De
fato, nessas coordenadas:

20 =ct
o) DT (1=0,1,2,3)
- .1‘2:9 :u_ Pt R 1]
=0
tal que
dz? = cdt
dz' = dr
da* = =0,1,2,3),
v dz2 = df (h )
dx® = do
i.e.
dz" = (cdt, dr,df, do). (13)

O tensor métrico g, em coordenadas esféricas € composto pelos coeficientes das
diferenciais (13) na Eq. (12):
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-1 0 O 0
0 1 0 0 . .

@) =1 o o 2 0 = diag(—1, +1, +r% +r?sin*f). (14)
0 0 0 r2sin’6
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3 Relatividade Geral e as Equacoes de Einstein

Com o objetivo de expandir o estudo geométrico introduzido na Relatividade Especial,
Einstein usou experimentos mentais para considerar referenciais nao-inerciais. 1sso
resultou na criagao da Teoria da Relatividade Geral.

Por meio desses experimentos mentais, foi possivel demonstrar uma ideia intri-
gante: um observador situado em um elevador completamente isolado do mundo ex-
terior ndo seria capaz de distinguir se os fenébmenos de queda de corpos sdo causados
pela aceleragao do elevador ou por um campo gravitacional externo. Esse experimento
levou a formulagao do principio da equivaléncia, que estabelece uma correspondéncia
fundamental entre aceleragao e gravidade.

Além disso, o mesmo experimento revelou que, para o observador mencionado,
todas as quedas de corpos seriam afetadas de maneira idéntica pela aceleragao gra-
vitacional. Essa conclusao sugere que o efeito € independente dos objetos individuais,
mas esta relacionado a uma propriedade intrinseca do espago-tempo: sua curvatura.
A descoberta foi tdo marcante que Einstein a classificou como o pensamento mais feliz
de sua vida.

Quando falamos sobre essa descoberta da curvatura como gravitagdo e abordamos
o conceito de Relatividade Geral, mesmo que de maneira introdutéria, precisamos de
conhecimentos mais aprofundados, especialmente porque envolve o uso de tensores.
Estes ultimos s&o objetos matematicos que estendem o estudo de escalares, vetores
e matrizes, desempenhando um papel crucial na teoria.

Dessa forma, é possivel formular as equag¢des de campo de Einstein como:

1 81G
RMV — égw/R = ?TMV' (15)
Aqui, R, representa o tensor de Ricci, ou tensor da curvatura de Ricci, que na geo-
metria diferencial é definido como uma contragao interna de dois indices no tensor de
curvatura. Ele depende das derivadas de segunda ordem do tensor meétrico g¢,,,. Ja R,
conhecido como escalar de curvatura, é obtido por meio do trago do tensor de Ricci,

sendo expresso como:

R=R!=g"R,,. (16)

Nesta equacéo, ¢g"” corresponde a inversa da métrica. Para completar, G é a cons-
tante de gravitacdo universal e 7, € um tensor que descreve o conteudo de matéria e
energia no espaco. Observa-se ainda que os indices . e v variam de 0 a 3, conforme
foi estudado anteriormente no tensor métrico de Minkowski.

Considerando que R, e R dependendem de g,, e de suas derivadas, conclui-se
que as Equacgdes de Einstein (15) representam equacgdes diferenciais parciais acopla-
das, cuja solugado determina as componentes do tensor métrico. Isso implica que o
campo gravitacional, que é representado pela métrica e pelos tensores de curvatura,
depende diretamente do conteudo de materia e energia descrito por 7,,,. Essa depen-
déncia pode ser comparada a equagao de Poisson da gravitagdo newtoniana:

V20 = 4nGp. (17)

Nesta equacédo, ¢ é o potencial gravitacional e p é a densidade de massa. Campos
gravitacionais menos intensos sdo bem descritos pela Eq. (17). Campos gravitacionais
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mais intensos, como aqueles gerados por buracos negros, precisam ser descritos pela
Eq. (15).

Quando analisamos uma regido de vacuo, onde nao ha objetos massivos, obtemos
R,, = R =1T,, = 0. Nesse caso, a solugdo g,, corresponde a métrica de Minkowski,
que é uma solucao particular das equacodes de Einstein.

A métrica de Minkowski representa apenas uma dentre diversas solugdes possi-
veis das Equacdes de Einstein. Cada solucao reflete condi¢cbes especificas dentro de
diferentes contextos. Neste estudo, o foco recai sobre as solugdes associadas aos
buracos negros, que sdo fundamentais para compreender objetos astrofisicos muito
massivos no ambito da Teoria da Relatividade Geral.
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4 Buracos Negros de Schwarzschild

Ao estudar uma regido de vacuo ao redor — ou fora — de um corpo massivo, es-
fericamente simétrico e estatico — em repouso —, encontramos uma solu¢gao muito
importante das equacdes de Einstein: a solugao de Schwarzschild. O elemento de
linha associado a ela é:

2M 1
d82 = — (1 — T) dt2 + mdr2 + 7"2sz. (18)

Aqui, t € [—o0, 0] é a coordenada temporal, » € [0,00] é a coordenada radial, e
dQ? = d#* + sin® 0dp* onde 6 € [0, 7] (ABngulo polar) e ¢ € [0, 27] (Angulo equatorial) re-
presentando a simetria esférica desta solugado. Além disso, o termo 2M é denominado
raio de Schwarzschild (rg), relacionado a massa m do objeto que gera a curvatura pela
equacgao:

2Gm

62
Esse raio € proporcional a massa e determina a “fronteira” fisica mais importante de
um buraco negro. Para uma deducgao de (19), veja o artigo [5].

Uma observagao importante € que, na situacdo em que r > rg, a Eq. (18) assume
a forma do elemento de linha de Minkowski, levando a conclusao de que ¢ é o tempo
medido por observadores situados no espaco-tempo plano de Minkowski, infinitamente
distantes de r = r¢ = 2M. Outro ponto relevante é que, para certos valores (§ = 0e ) =
7), a solugéo se torna degenerada. Essa situagdo pode ser resolvida por meio de uma
mudanga para coordenadas cartesianas, dentre outras possibilidades. Esse tipo de
problema é chamado de singularidade de coordenadas, ja que se refere a limitagoes
no sistema de coordenadas escolhido e pode ser contornado ao adotar outro sistema.

Outros valores podem também causar degenerecéncia na solugdo de Schwarzs-
child. Isso ocorre para r = 2M e r = 0, onde o elemento de linha diverge no setor
temporal (para r = 0, ds®> — oo pois — (1 — 24 dt? — — (1 — 21) dt?* — o0) ou dege-
nera & zero no mesmo setor (para r = 2M pois — (1 — 2M) dt? — — (1 — 2}) dt* — 0).
A degenerecéncia em r = 0 é essencial, ou seja, ndo pode ser removidas por uma
mudanca de coordenadas.

Para distinguir o que é apenas uma falha de escolha nas coordenadas do que é
uma verdadeira singularidade do espacgo-tempo, calculamos grandezas invariantes,
isto &, independentes do sistema de coordenadas. Uma das maneiras é utilizando o
escalar de Kretschmann, que é dado por:

T‘S:2M:

(M: massa geométrica) . (19)

48 M2
6

K(r) = Ryype R = . (20)

Aqui, R, ,, € o tensor de Riemann, sendo a ultima identidade valida para a solugéo de
Schwarzschild.

O valor de K é um escalar que mede o mddulo quadrado da curvatura e € indepen-
dente do sistema de coordenadas utilizado, devido a sua natureza tensorial. Quando
r = 2M, a curvatura permanece finita:

48M2 3
(2M)6 — 4M4

K(2M) = 40,
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mas no ponto r = 0, temos:

: . A8M?
lim K (r) = lim

r—0 r—0 7"6

indicando uma singularidade intrinseca no sistema, que nao pode ser resolvida por
mudancas de coordenadas, como ocorre no caso em r = 2)M (que pode ser corrigida
por coordenadas de Kruskal-Szekeres). Em r = 0, a curvatura do espago-tempo ex-
plode. Essa € a verdadeira singularidade central do buraco negro, impossivel de ser
eliminada com outra escolha de coordenadas.

Embora r = 2M nao represente uma singularidade essencial, ele ainda desempe-
nha um papel fundamental. O raio de Schwarzschild marca a inversdo dos papéis do
tempo e do espacgo na equagao do elemento de linha. Quando r» < 2M, os sinais dos
termos associados a dr? e dt* se invertem:

2M
r<2M = <1——)<0,

r

— 00,

e o elemento de linha é reescrito como:

dszz_(_ll_ﬂ

r

) dt2 — @dﬁ -+ T2d92.

Isso implica que as coordenadas do tempo e do espago trocam de papéis em r =
2M, pois os coeficientes de dt* e de dr? trocam de sinal. Concluimos, assim, que
r = 2M corresponde ao horizonte de eventos de um buraco negro. Isso ficara ainda
mais claro no estudo da proxima segao e, particularmente, na Fig. ??.

4.1 Cones de Luz na Solugcao de Schwarzschild

Ao analisarmos a dedugao dos cones de luz no espago-tempo descrito pela métrica de
Schwarzschild, empregaremos uma poderosa ferramenta matematica: o formalismo
lagrangiano.

4.1.1 Aplicagao da mecanica Lagrangiana para geodésicas em Schwarzschild

Agora, iremos estudar a fungao Lagrangiana L que produz as mesmas equagodes de
movimento para particulas-teste que aquelas obtidas a partir da equagao de geodésica,
a qual é:

>zt dx? dx°
po — 21
dr T dr dr 0, (21)
onde 7 = A (7 é o tempo proprio), i = 4= e T = 59" (969up + 0pGor — Dufps)-
Dessa forma, buscamos determinar a forma funcional de L tal que a equacao de
Euler-Lagrange

Ozt dr |9 (&~

oL _d la_ﬂ)] 0 L=0.1.2,3 (22)

com (£%) = i*, produza os resultados equagado da geodésica (21).

dar

A escolha natural para essa Lagrangiana &
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1
L = 30", (23)

O lado direito de (23) pode ser interpretado como a energia cinética da particula por
unidade de massa. (A energia potencial € nula para a particula livre.)
Utilizando a Eq. (18), temos:

(-1 -2 0 0 0
v 0 1-207" o g
d82 — g,wdx“d:l? = (g/ﬂ/) — 0 ( O'r ) T2 0 ,
0 0 0 r?sin’*0
com goo = — (1= #%), gu = (1 - ¥>_1’ g33 =12, gaa = 12 sin* 0.
Tendo em vista a métrica de Schwarzschild, podemos explicitar a Lagrangiana:
1
L = 5 (900j70j30 + glli'ljfl + 922-7}25'52 + 9333-;3.7-:3) y
onde
P =ct=t (c=1)
zt=r
2 =10
=0
Assim: X
1 M - M\~ . L
L=5 [— (1——) £+ (1——) P2+ 1207 4+ 17 sin” 697 | . (24)
r r

Agora, podemos resolver a equagao de Euler-Lagrange (22) para a Lagrangiana
de Schwarzschild (24). Veja:

6~ o (538) =0
oL a oL
o~ or (?) =0 (25)
L L
0:f ~ or (?) =0
L L
s~ o5 () =0
Estamos interessados em 25 — 2 (2L = 0, primeiro. Para isso calculamos:
oL 0L
I — 26
ox® Ot 0 (26)
porque L independe explicitamente de ¢, cf. (24). Por outro lado,
oL 0L 9| 1 oM\ ; oM\ : :
e D I i I 1= 22 2242 2 ain2 02
950~ i at[2< T)t+< T) r+r9+rsm9¢],
e oL 1 MY 0 2M
OL Ly 2MN O oy () 2M 4 27
o010 2( r)t(t) ( r)t 7)
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Substituindo (26) e (27) na primeira equagéao em (25):

5162

Como 2 [...] =0 = [...] = constante, temos:

<1 — %) t = constante = £,

r

R — (28)

Diagrama de cones de luz em Schwarzschild Por outro lado, lembre-se que o ele-
mento de linha ds? é nulo para particulas de luz. Logo,

ds?® = gudxtdz” = 0 = g, dztdz”,
Dividindo pelo (quadrado do) elemento de parametro afim dA:

dx* da”
I\ AN

1
2 (ig,uujyu:ty) - O»

onde reconhecemos L, Eq. (23), ou seja,

0,

dz*

ondei* = 77-. Logo,

2L=0 (luz) . (29)

O préximo passo € usar a Lagrangiana de Schwarzschild, Eq.(24), na Eq. (29)
acima. Faremos isso admitindo que o movimento € radial, que nao existe variagéo nos
angulos, e, portanto, que # = ¢ = 0. Logo:

Substituindo (28) em (30):

7= +k. (31)
Divindindo (28) por (31):

t = +r +2MIn|r — 2M| + constante. (32)

Essa equacgao da as curvas para a constru¢ao do diagrama de estrutura causal do
espaco-tempo de Schwarzschild. Se tivéssemos apenas o primeiro termo do lado di-
reito, obteriamos de novo a estrutura de cones de luz de Minkowski. Esses cones
serao deformados pela presencga dos termos adicionais em Schwarzschild.

No passo a seguir, vamos construir um grafico que represente a estrutura causal do
espaco-tempo de Schwarzschild. Nessa etapa do estudo, serao utilizados esquemas
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de cores, que auxiliardo na compreensao das curvas no grafico. Por este motivo,
recomendamos o uso da versao colorida (digital) do material.
Consideremos primeiro os sinais superiores em (32), e fagamos x = constante:

t=r+2MIn|r —2M|+ x.
Suponha, primeiro que:
x = 0.
Entéo,
In(1—r 0<r<l1
_ )t (1—r1), r . (33)
r+In(r—1), r>1

Podemos fazer o grafico das duas linhas na equagao acima: uma linha vermelha para

o intervalo 0 < r < 1, uma linha azul para r > 1. Isso esta representado na Fig. ?7?.
Repetimos o procedimento para outros valores de yx, por exemplo:

x=1
Logo,
r+In(l— 1, 0<r<l1
S (34)
r+In(r—1)+1, r>1
e
X =2
com
r+In(1— 2, 0<r<l1
poJrin(i=m+2, 0<r<t (35)
r+in(r—1)+2, r>1

Figura 2 — Diagrama da estrutura causal do espago-tempo de Schwarzschild.

Fonte: [1]

Para completar a construgcao desse grafico, passamos a parte 2, que € considerar
os sinais de baixo na Eq. (32) com:

oM =1,
ou seja, devemos fazer o grafico de:

t=—r—Injr—1/+¢,
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onde £ € a constante. Assim,

)= In(l=r)+¢ 0<r<1
B , r>1 '
Agora supomos
£E=0
Logo,
t:{,-lnu,'), 0<r<1 (36)
, r>1
Depois, tomamos
E=1.
Logo
—r—In(1—r)+1
t:{ r—In(l—r)+1, 0<7‘<1' (37)
, r>1

As curvas correspondentes as Egs. (36) e (37) sao as curvas verdes e amarelas
na Fig. ??. Os cones cones de luz em Schwarzschild sdo formados nas interseccdes
das curvas verdes e vermelhas, a esquerda de r = 2M = 1; e, nas interseccdes
das curvas e azuis a direita de r = 1. Note a deformagdo nos cones e 0
direcionamento do futuro da particula para a singularidade em r = 0.

Trajetoria radial de particulas massivas em Schwarzschild Para particulas mas-
sivas a situacao é diferente daquela que leva a Eq. (29). Considere o elemento de
linha ds? e sua relagdo com o intervalo de tempo-préprio dr:

ds® = —cdr?.
Entao:

2 v
ccdr? dz* dx
ds® = g daide” = ——— = g,,———
In ar? G dr dr
Como % — 3V
dr ’
1 1
—§C2 = Eg“l,ftufty = L,
N———
L, pela Eq. (23)

ou seja,
2L = —c2,
que € o analogo da Eq. (29) para particulas massivas. Como ¢ = 1:
2L = —1,
e o parametro afim \ = 7 é igual ao tempo proprio 7. Logo, por exemplo:

;i
Cdr
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Temos, pela Eq. (23):

I . _ N 2 A2
inglﬂ’x#x = 2L = goo (t)2+g11 (7’)2—1—922 (9) + ¢33 (gb) .

Para trajetérias radiais,

0=0=0,
pois ndo ha variagao angular. Assim,
. . 2M N\ . 1 )
Porém,
(particulas com massa) .
Entao: - .
(1 ;‘>i2+(—2ﬁ4)7ﬁ: , (39)
Por outro lado, usamos a Eq. (22) com A = 7. Trata-se da equagao de Euler-
-Lagrange:
0L d (0L
b (i) =0 o
Como:
oL 0 2M N\ 1. 1 1
=1 - =) P 7P 41
D a:'cﬂ{ < r>2t+(1—2TM)2r} “1)

Isso nos permite substituir a Eq. (41) em (40), resultando em:

d (o [ ([ 2\1, 1 1,
dr \ 9" F)2 T a-En e ()T

Para a coordenada ¢, fica:

t=a2'=1{=1

€ a equagao acima assume a forma:

d 2M\
— (1= == =

que € o equivalente da Eq. (28) (para particulas massivas, ou seja, com 7 no lugar de
A). Como a derivada acima é zero, o objeto entre colchetes é constante, logo:

<1 — 2M> = C, (42)

com uma troca de £ por C' por ajuste de notagdo para o caso de particulas massivas.
1

"Observagédo: Note que, no limite em que r — oo:

lim Kl 2M> t'] = lim C
r—00 r r—00
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A partir da Eq. (42), temos,
C

T

t=

Porém, na Observag¢éo acima, escolnemos C' = 1. Entao:

Agora, substituimos (43) na Eq. (39):

72 = ﬂ (44)
T
Continuando:
r =4 —2M, (45)
T

com o sinal + representando a particula aumentando sua distancia radial do buraco
negro, ou seja, se afastando do buraco negro. Mas queremos a particula caindo em
dire¢cao ao buraco negro, logo a distancia radial deve diminuir com o tempo, ou seja, a
velocidade r» deve ser negativa. Logo, escolhemos o sinal —, e ficamos com:

d 2M
— = /=, (46)
dr r
que ao integrarmos, o resultado é:
2 1 3/2 3/2>
T—Ty= — ro S —r ) 47
= 5 U “n

No horizonte, ha a seguinte condigéo:
r=2M,

usando essa condi¢cdo de contorno em (47), encontramos:
2 1 3/2 3/2
= —(2M ] ,
NI i - @

sendo este finito.
Na origem (singularidade):

r =20,
Resultando em:
t=C
Se escolhemos
C =1,

entao:

. dt
t:1:>d—:1:>dt:d7:>
T

ou seja, o relogio fixado na particula massiva (Qque mede 7) esta sincronizado com o relégio fixado no
observador (que mede t). Essa sincronia acontece porque inicialmente a particula esta parada junto
do observador (o qual é considerado muito longe do buraco negro, i.e. no infinito).
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com
T = Tk,
e temos: 5 1
3/2
Te — = Ty -+ To,
3von © Y

que &, também, um tempo finito. Sendo assim, ndo precisamos esperar um tempo
infinito para a destrui¢ao da particula no centro do buraco negro.

Figura 3 — Curvas do horizonte de eventos de Schwarzschild

(L

ral= (1) [l = -4

Fonte: autores, 2025
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5 Buraco Negro de Kerr-Newman

Um buraco negro (BN) pode se formar por diferentes processos, sendo o mais co-
mum o colapso gravitacional de estrelas massivas. Quando uma estrela esgota seu
combustivel de fusao nuclear, ela ndo consegue mais sustentar sua estrutura contra
a propria gravidade, resultando em um colapso. Esse processo pode ser interpretado,
na relatividade geral de Einstein, como uma curvatura extrema do espago-tempo. Du-
rante o colapso, propriedades como o0 momento angular (/) (associado a rotagdo da
estrela) e a carga elétrica () (se n&o nula) sdo conservadas e influenciam a estrutura
do buraco negro resultante. A descrigdo matematica de um buraco negro que possui
massa (M), momento angular (J) e carga elétrica () € dada pela solugéo de Kerr-
-Newman. A métrica que descreve o espago-tempo ao redor desse buraco negro, em
coordenadas esféricas (¢, r, 0, ¢), é:

A . 5 sin*0 2
As* = =5 (dr —asin® 0do)” + == [+ o) do - adt]” + Todr? 4 p2d6%, (48)
Na solugdo da Eq. (48), 0, ¢ e r sdo as coordenadas esféricas habituais, enquanto
t representa o tempo medido por observadores posicionados longe do buraco negro.

Ha também: 5
a=1 (49)

que € o momento angular J por unidade de massa M,
p® =1r?+a*cos?, (50)

€ uma medida de distancia radial que incorpora o momento angular por unidade de
massa e a contribuicdo da coordenada polar; e

A =7 —2Mr +a* + Q2 (51)

€ um parametro de interesse envolvendo massa, carga, momento angular e distancia.
O interesse de A esta no fato de que ele € uma quantidade decisiva para determinacgao
dos horizontes do buraco negro.

Aqui, a massa M mantém o significado atribuido a esse parametro no contexto da
solugcédo de Schwarzschild e obedece a Eq. (19).

5.1 Casos Especiais da Métrica de Kerr-Newman

A métrica de Kerr-Newman generaliza outras solugdes importantes da relatividade ge-
ral, que surgem quando certas condigdes s&o impostas.

5.1.1 Solugédo de Kerr () = 0)

Se a carga elétrica € nula, a métrica descreve um buraco negro em rotagado, mas sem
carga. Essa é a solugao de Kerr, que depende apenas da massa (M) e do momento
angular (J).
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Neste caso particular, a métrica (48) permanece inalterada na forma. Porém, a
funcado A é simplificada para

A=7r*—2Mr+ad?

jaque @ =0.

5.1.2 Solucao de Reissner-Nordstrom (J = 0)

Se J=0,entdo a =0, o que leva a:
2M 2
A:rQ—QMr+Q2=r2<1——+Q—>; pP=r?

e a Eq. (48) fica:

2 2\ !
ds® = — (1 A, Q—) dt® + (1 M Q—) dr? + r?dQ?, (52)

r r? r 72

sendo que essa € a solugédo de Reissner-Nordstrom, que descreve um buraco negro
com carga elétrica, mas sem rotacéo.

5.1.3 Solugao de Schwarzschild (J =0, Q = 0)

Se tomarmos simultaneamente J = 0 e Q = 0, as Egs. (49), (50) e (51) reduzem-se
para: a =0, p =17 e A =12 — 2Mr. Colocando isso no elemento de linha (48) da:

5t = (12 ) g 0 it 00 (69)

tal qual a métrica de Schwarzschild (18), que descreve um buraco negro sem carga
elétrica e sem rotagdo, como esperavamos.

5.1.4 Métrica de Minkowski (M =0,J =0,Q = 0)

Uma outra reducéo possivel, € tomar M = 0 em (53) para obter a métrica de Minkowski
em coordenadas esféricas:

ds® = —dt* + dr® 4 r* [d6* + sin® 0d¢”] .

Adicionalmente, observa-se que, para r — oo em (53), a métrica de Minkowski
(1), que representa o espago-tempo plano, sem curvatura gravitacional, é recuperada
em coordenadas esféricas, evidenciando a solugdo de Schwarzschild apresenta um
comportamento assintoticamente plano, ou seja, para grandes distancias, a métrica
de Schwarzschild (e, de forma mais geral, a de Kerr-Newman) se aproxima da métrica
de Minkowski. Isso indica que o espago-tempo ao redor de um buraco negro € assin-
toticamente plano, ou seja, longe do buraco negro, os efeitos gravitacionais se tornam
despreziveis, e 0 espago-tempo se comporta como o0 espaco plano da relatividade
especial.
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5.2 Singularidades

Uma singularidade em um buraco negro € uma regido do espago-tempo onde quan-
tidades fisicas, como a curvatura (medida pelo tensor de Riemann ou pelo invariante
de Kretschmann), tornam-se infinitas. Nessas condi¢des, as leis da fisica, conforme
conhecidas, deixam de ser aplicaveis. No contexto da solugao de Kerr-Newman, que
descreve um buraco negro com massa (M), momento angular (.J) e carga elétrica (Q),
a singularidade esta associada ao colapso gravitacional do objeto central. Nesta se-
¢ao, exploraremos as condi¢bes matematicas que caracterizam a singularidade e os
horizontes de eventos na métrica de Kerr-Newman.

Na métrica de Kerr-Newman, o elemento g, da métrica diverge quando A = 0,
indicando a presencga do horizonte de eventos. O paradmetro A é definido como:

A=7r2—2Mr+d®+ Q?
onde a = % € 0 momento angular por unidade de massa. A condicdo A = 0 leva a
equacéao quadratica:

r? — 2Mr + (a2 +Q2) =0,

comar? +br+c=0,onde: a = 1; b = —2M; e ¢ = a® + Q*. Aplicando a formula de
Bhaskara para essa equacao:

—b:l:\/A_> 2M £ /4 (M? — a® — Q?)

= r = .
2a 2

Logo, obtemos as raizes:

r

re =M+ /M- Q*—a (54)

Quando a componente g;; da solugao de Kerr-Newman diverge com p = 0, obtemos
0 seguinte equacionamento na singularidade intrinseca:

r=20

cosf=0 =0=1 =sinf=1

p2:7"2+a2COS2(9:0:>{ (55)

Para esses valores de r e 6, as coordenadas cartesianas elipticas em Kerr [2] ficam:

xr =asing
Yy = —acCoS¢ .
z =0

Dai, note que z% + y* = (asin ) + (—acos ¢)* = a® (sin® ¢ + cos? ¢), ou seja:

x2+y2:a.

Essa € a equacgéao do circulo de raio a no equador do buraco (0 = g) Isso significa
que a singularidade de Kerr tem a forma de anel.
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Podemos rescrever a solugdo de Kerr-Newman (48) da seguinte forma:

A 2 2
ds® = {__2 + L sin? 9} dt® + %drz + p*d6?
peop

1 {2%asin20 — wsm 9} dtdg
p p?

+ —%aQ sin* 6 + QSIH 9] do”. (56)
P p?

Podemos comparar a Eq. (56) com a forma geral de ds?,

ds® = gudt® + gudrdt + gad0dt + gyedpdt + g dtdr + ... + grpdtde + ..., (57)

para concluir que:

(58)
55 gee = p*
| 900 = [—[%aQ sin' 0 + —Sigie (r? + a2)2] .

Quando A = 0, o componente g,, diverge, indicando os horizontes de eventos.

Quando p = 0, a métrica apresenta divergéncias associadas a singularidade em forma
de anel.

5.3 Ergosfera

Vamos analisar o horizonte de eventos tomando ¢,; = 0—vide-se Eq. (58).
A 2
gtt:():>——2+a—23|n20:0, (59)
peop
comp? =r?+4+a?cosfe A =r?—2Mr+a?®+ Q>
Multiplicando (59) por p?:
—A+a’sin?0=0= A =da%sin’6.
Substituindo a forma de A (r):

24 (=2M)7r +a® |1 —sin’6 | +Q*=0,
———

cos2 6

que € uma equacgao do segundo grau em r, resolvida pela féormula de Bhaskara:

ré = M+ /M2 — (Q? + a®cos?0).

Despreza-se o sinal negativo a frente da raiz pois nessa circunstancia o < r,, 0
que corresponderia a eventos dentro do buraco (e ndo estamos interessados nisso).
Logo:



34

ro =1y = M+ /M2 — (Q*+ a?cos? ). (60)

sendo r, < rj = ry. A ergosfera é a regido do espago que satisfaz: r, <r < rg
Tomaremos as seguintes informacdes:

ds =0, raiode luz
dr =0, Oorbita a de raio fixo (r = constante) . (61)
df =0, orbita planar equatorial (6 = %)

Substituindo os dados acima em (57):

0= gttdt2 + 29t¢ + dtd(b -+ g¢¢d¢2, (62)

POIS g1y = Ggt-
Dividindo (59) por dt*:

do dg?
0=gu+ 29t¢>$ + g¢>¢>w-

dp\> d
(_(b) _|_2gﬂ <_¢)+&:O’
dt Yoo \ At ) Goo
que € uma equagao do 2° grau em (%) e tem como solucéo:

o —Q%i\/zl (%)2—4(1) (9974))

dt 2 (1)

Dividindo por g,4:

Definimos

do

dt’

como a velocidade angular de um féton— o que € consistente com a nossa hipotese

(61). Logo,
2
Q:—gﬂi\/(gﬂ) —<&>. (63)
9o 9o 9o

Substituindo (59), g+ = 0, em (63), encontramos a férmula de 2 em r = r(, o limiar
da ergosfera— Fig. ??:

0=

2
Q_ 9 (&6) _ S I
9o Yoo Joo  9oo

O sinal + esta descartado pois implicaria em €2 = 0, ou seja, uma particula de luz em
repouso, o que é um absurdo. Entao:

Q=-2% (4 =upy. (64)
9o0
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Acontece que a velocidade angular 2 é diretamente proporcional ao moédulo J do

momento angular,

J o €.
Por isso, (2 e J tém o mesmo sinal.

Q) positivo =  J positivo
Q) negativo = J negativo

Isso conta que a particula de luz é arrastada com velocidade 2 pelo momento angular

J do buraco negro.

No horizonte de eventos, onde » = r,, A = 0 e g,, — oo. Ademais, tomaremos

¢ = 5 (equador), tal que:

2 &in2 2
gt = Z_QSI;20 Ju = Z_z
. 9 2442
29t¢ = —9%a (Tz + a2) SI229 = gio = _a(r p2a )
. sin? 9(r2+a2)2 (r2+a2)2
9o = — 7 G = 2

Devido a (65), a raiz quadrada na Eq. (63) para (2, fica:

G 2 g\ 1 a2, . a2(r?+ a2)?
—) =)= (Pt a?) -
9o 9o | 9g6 |\ P p p

Portanto, no horizonte r = r:

0= _J (r=ry),
Yoo
na qual substituimos (65) para obter:
Q=T o (r=ra),

9os (i +a?)
sendo esta a velocidade angular de rotacdo de um buraco negro.

=0

Figura 4 — Representacao da ergosfera de um buraco negro

Eixo de rotacédo

/— Limite Esta'tico——\

Buraco Negro

Ergosfera

(a) vista lateral (b) vista superior

Fonte: [1]

?

(65)

(66)
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5.4 Gravidade superficial (x)

A gravidade superficial () é a medida da intensidade do campo gravitacional na linha
do horizonte de um buraco negro. Pode ser definida como a aceleragédo que uma
particula teste teria que sofrer, mantida fixa no horizonte do buraco negro, para nao cair
buraco adentro. Esta aceleracéo € aquela medida por um observador muito distante—
i.e. no infinito.

Para um buraco negro de Kerr-Newman, com massa (M), momento angular (J =
Ma) e a carga elétrica (@), a gravidade superficial & definida para ~ como [1]:

_ (ry—r)
"=3 (r2 4+ a?)’ (67)
Especificando essa quantidade em termos de {M, J, Q}, temos:
M2 — Q2 — J_22
K = % M . (68)

M2 — Q2+ 2M /M2 - Q2 — 2%

Para o caso particular de Schwarzschild, @ = J = 0 e a expressao acima se sim-
plifica para:

1
Se a velocidade radial em Schwarzschild, pela Eq. (45), é 7 = — % tomamos a
aceleracéo radial em Schwarzschild da seguinte maneira:
P = +—i7‘
N
Usando, novamente, a Eq.(45) se torna em:
. M
= (70)

Como na superficie do horizonte de eventos de Schwarzschild, o raio é r = 2M, pode-
mos substituir em (70):

Mo_ . M _ .1
_W _:>7“_—4—W == r = 4M (71)

Ao substituirmos (69) em (71):

r = —K,

que é a aceleracao da particula ao atravessar o horizonte. A aceleragao da particula,
diretamente relacionada a x, &, portanto, gravitacional.
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5.5 Area do Buraco Negro

No estudo dos Buracos Negros, nos deparamos com um interessante tépico denomi-
nado como a area do Buraco Negro, que nada mais € que a area da superficie do
horizonte de eventos, sendo esta a “fronteira” que separa o BN do restante do uni-
verso, onde tudo que atravessa esse limite ndo podera mais escapar, incluindo a luz.

Para compreendermos melhor esse topico, vamos realizar uma dedugao partindo
da seguinte equacao:

dA = +/ |g|d2x, (72)

com |g| = —g, pois g < 0 na assinatura da métrica que usamos em 4D; d*x = dfd¢, pois
estamos sobre a casca (elipsoidal) de » = r, = constante, o que ocorre em 2D. O fator
\/m € o Jacobiano da transformacgao geral de coordenadas—conforme aprendemos
nos cursos de Calculo.

Portanto, a area sera a integral ao longo de toda a superficie bidimensional do
horizonte. Logo:

A= /0 " /O " Jadods, (73)

onde g = det(g,,) é calculado em r = r,.. Considere, novamente, a métrica de Kerr-
-Newmann, Eq. (56). No horizonte, onde dt = dr = 0er = ry, temos A(r.) = 0
(conforme a Secéao 5.2); logo:

sin® ¢

ds?

(r2 +a?)" de? + p*de?, (74)

sob as seguintes identificagdes:

2
G2z = 7 Gaz = 0;
o 75
{93220; 93328'2—20(7&4’@2)2- (79)
Devido a Eq.(75):
g=sin*0 (rl + a2)2 =|g|.
Usando isso na Eq.(73):
2 ™ 2 s
A= / / \/sin26 (r2 + a2)2d9d¢/ / sin6 (r1 + a*) dodg,
0 0 0 0
comr, = M + /M2 — Q% — a2 = constante, pela Eq.(54). Entao:
A =dr (Ti + a2) . (76)
Substituindo a Eq.(54) para r, e a Eq. (49) para a na Eq. (76):
Q? T2

Vemos que a area do horizonte de eventos € determinada pelas trés quantidades M,
QeJ.
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6 Termodinamica de Buracos Negros

6.1 Leis Mecanicas dos Buracos Negros

Lei Zero

Descrevemos a lei zero das leis mecanicas de buracos negros como: a gravidade
supetficial de um buraco negro é uniforme, em todo o horizonte de eventos. Tal defi-
nigdo nos permite compreender que, sendo esse conceito geral, dois buracos negros,
estando suficientemente préximos um do outro, a interagdo denominada como efeito
gravitacional, similar a forca de maré exercida entre eles, ocasionara na geragao de
uma geometria complexa que nao € completamente descrita na solugao de Kerr-New-
man, mas que mantém a ideia proposta pela lei zero.

De forma comparativa, na termodindmica classica, a lei zero descreve que, para
um sistema em equilibrio termodinamico, a temperatura € a mesma em todos os lu-
gares desse sistema. Logo, aplicando tal definicdo para a teoria de buracos negros,
a gravidade superficial x esta relacionada com os buracos negros assim como a tem-
peratura para um sistema termodinamico, ou seja, permanece a mesma para todos os
pontos de um buraco negro.

Primeira lei

A primeira lei da termodinamica de buracos negros € escrita em termo da variagdo de
massa d M, da variagao de area § A, da variagao da carga /() e da variagado de momento
angular ¢.J, como:

SM = 8iaA —B5Q + 06, (78)
s

Ela também & conhecida como a primeira lei da mecanica de buracos negros. Nela
aparecem também:

* k. gravidade superficial do horizonte.

» $: potencial elétrico do buraco negro, dado por:

_ e (79)
(0%
» (): velocidade angular do horizonte, que é:
J
Q=M (80)
[0
onde A
A relagao (78) é analoga a primeira lei da termodinamica:
oU =T6S — pdV, (82)

se k estiver relacionada a temperatura 7. Em (82), U é a variagdo da energia interna
do sistema, 0.5 é sua variagao de entropia, 0V a variagao de volume e p € a pressao.
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Segunda lei

A segunda lei dos buracos negros, também chamada de lei das areas, foi formalizada
por Stephen Hawking em 1971. Essa lei estabelece que a area da superficie de um
buraco negro nunca diminui, expressa matematicamente como:

5A > 0. (83)

Tal principio apresenta uma notavel semelhanga com a segunda lei da termodina-
mica, que afirma que a entropia de um sistema termodinamico isolado nunca decresce:
0S > 0. Essa correspondéncia entre o aumento da area de um buraco negro e o cresci-
mento da entropia fundamenta a analogia entre as leis mecanicas dos buracos negros
e os principios da termodinamica, estabelecendo uma ponte conceitual entre a fisica
gravitacional e a termodinamica classica.

6.2 Efeito Hawking

A relacao entre as leis termodinamicas e as leis dos buracos negros era considerada
apenas uma analogia enquanto se manteve o contexto da fisica classica. Contudo,
a introdugao de efeitos quanticos, conforme demonstrado por Stephen Hawking em
1975, transforma completamente essa perspectiva.

A Teoria Quéantica de Campos revela que o espaco-tempo € permeado por campos
que sofrem flutuagdes energéticas constantes, gerando pares de particulas virtuais—
como elétrons e positrons—que surgem do vacuo e se aniquilam rapidamente. Haw-
king demonstrou que, nas proximidades do horizonte de eventos de um buraco negro,
esses pares podem se separar: uma particula é capturada pelo buraco negro, en-
quanto a outra escapa para o infinito. Quando a antiparticula é absorvida, o buraco
negro perde energia equivalente a da particula que escapa, mas com sinal oposto,
criando o efeito de emissao de radiagao para observadores distantes.

Essa radiagéo, conhecida como radiagdo Hawking, é percebida por observadores
externos como a emitida por um corpo negro com temperatura dada por:

Ty = =, (84)
m
onde « é a gravidade superficial. Relacionando ~ a area A do horizonte de eventos,
definindo assim a entropia do buraco negro como:

A
Sen =7 (85)
Esse resultado confirma que a analogia entre as leis dos buracos negros e a ter-
modinamica reflete um comportamento termodinémico intrinseco desses objetos. Em
esséncia, buracos negros podem ser entendidos como regides do espago-tempo que

emitem radiagdo de corpo negro a uma temperatura Tzy.

6.3 Aplicagao: evaporagao de um buraco negro com a massa do
Sol

Tomando um buraco negro de Schwarzschild, temos que a temperatura é dada por:
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1
8TM
Nesta equac3o, as unidades s3o tais que h = ¢ = k = 1. Podemos re-introduzir essas
constantes:

(86)

TBN =

hc?
T 7
BN 8rGkm (87)
Pela lei de Stefan-Boltzmann:
P w2kt
— = — 88
A 60e2R’ (58)
Substituindo T por Ty, :cf. a Eq. (87) e usando que
2
A =4k = 4 (2?”) (89)
temos:
hc®
~ 15350mG2m2’ (%0)
A equacao da energia em repouso € dada por:
E = mc?. (91)

Suponha que m = m (t). Entéo, a Eq. (91) impde que E = E (t). Diferenciando a
Eq. (91) com respeito a t:
dE d 5 dE  ,dm
— = — — = —. 2
i = a )= g =y (92)
A poténcia P é:

B (energia) B _d_E
F= (tempo)  dt’ ©3)

onde o sinal negativo aparece por conta da energia ser emitida para este caso.
Substituindo (93) em (92):

_chzd_m=:>_|: hC6 }— Qdm

dt 153507G2m2 |~ C dt
Definimos
hcb
b= ———= 94
15350 G2’ (%4)
e integramos a equacao acima para obter:
m? b 3 —2

Pela condi¢ao de contorno: ¢t = 0 = m = m,. Usando isso em (95):

my = —3bc?(0) + C == C = m}. (96)
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Substituindo (96) em (95):

m = (md — 36t)7 . (97)
onde g = %.

Para o caso de evaporagao do buraco negro, m = 0 (desaparecimento do BN)
tém-se, de (97):

3
tevap = ?—5 (tempo de evaporagéo) . (98)

Isso da o tempo de evaporagao de um buraco negro de massa m,. Podemos estimar
tevap Para um buraco negro de uma massa solar (mg = M = 1.99 x 10%°kg) usando o
valor numérico de 3 = b/c? [Eq. (94)]. O resultado é: teyap = 2,09 x 107 anos. Isso é
muito maior que a idade do universo, ~ 10'° anos.
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7 Buracos Negros com G e c co-variaveis

Vamos considerar a hipotese de que as constantes fundamentais da gravitagédo e da
velocidade da luz possam variar levemente com o tempo. Especificamente, assumi-
mos:

G (t) = Gy + 0G (t), 0G| < 1, (99)

c(t) =co+0c(t), |dc| < 1. (100)

A hipoétese de acoplamentos fisicos variaveis é respaldada por diversas pesquisas
atuais ligadas a gravitagdo e cosmologia. Ademais o préprio Einstein chegou a con-
siderar a possibilidade de uma velocidade da luz ¢ variavel. Dirac introduziu a teoria
dos grandes numeros para defender a idéia de que o acoplamento gravitacional New-
toniano G também seria uma func¢ao do tempo. Brans e Dicke deram um passo além
do de Dirac para defender a variagdo de G tanto no tempo quanto no espaco; eles o
fizeram numa tentativa de implementar o principio de Mach a teoria de gravidade de
Einstein.

A introducgéo de acoplamentos fisicos variaveis leva a resultados interessantes do
ponto de vista da cosmologia, pois pode explicar observagdes relacionadas ao universo
inflacionario, bem como podem solucionar problemas como o da energia escura e da
matéria escura.

Com essa motivagao em mente, pretendemos iniciar abaixo o estudo de como G e
c variaveis poderiam modificar a estrutura geométrica dos buracos negros, bem como
a termodinémica a eles associada.

Primeiro, interessa saber se e como a métrica de Minkowski poderia ser modificada.
A métrica do espaco-tempo plano de Minkowski, modificada para incluir a possivel
variacao de c(t), é:

ds® = dx* + dy* + dz* — & (t) dt*.
Substituindo ¢(t) = ¢ + dc(t), temos:

ds? = da® + dy? + d2® — [co + ¢ (1)) di?
= dz® + dy* + dz* — [c§ + 2co0c + 6c°] dt’.
Note-se que:
2 ~ 0
el 1=
o {6cdt2huo

Sendo |ic| < 1, podemos desprezar os termos de segunda ordem, como dc?, ob-
tendo:

ds® = dx® + dy* + dz* — cidt®. (101)

Logo a métrica de Minkowski ndo € modificada em primeira ordem de perturbagao.
Logo, as Egs. (2), (3), (4) da Ref. [1] n&o se modificam em primeira ordem.
Por outro lado, as coordenadas do espago-tempo sdo agora dadas por:

e {a;o — [eot + e () 1]
r'=Xx=(1,9,2)
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Logo, a coordenada 2" muda no cenario de c variavel, diferentemente do que vemos
na Eq. (2).

Porém as Egs. (3) e (4) ndo mudam: o ds* de Minkowski ndo muda (porque des-
prezamos infinitésimos de ordem maior que 1). Entdo, ao compararmos a Eq. (4),

ds?® = Gudatdz”,

com a Eq. (101), continuamos concluindo que

1.0 0 0

o 41 0 o0

=1 0 0 +1 0 |’ (102)
0 0 0 +1

que € a propria Eq. (3).

Como as Egs. (8) e (14) sdo Minkowski em coordenadas esféricas e como a métrica
de Minkowski ndo muda, entédo as Egs. (8) e (14) também ndo muda no contexto de ¢
variavel.

A Eq. (15), que da a equagao de campo de Einstein, muda para:

1 G (t)

Ruy - §guyR = 87TC4—<t)TW,, (103)
ou seja, admitimos que o coeficiente do conteudo de matéria 7}, evolui no tempo.
Vamos estudar esse coeficiente tendo em vista a abordagem perturbativa estabelecida
em (99) e (100). Note que:

i Eg =G (t) e (t) = [Go + 0G (t)] [eo + de ()] "
= [Go + 9G] {60 (1+ i—c) - [Go + 0G] | ¢y (1 + ?)_ ] :
Porém,
? <« 1.

Por isso, podemos usar o resultado (binémio de Newton ou série de Taylor): (1 + z)" ~
1+ nx + O (2?). Com isso,

% 2

Co ’

—4
(1—1—%) :1—46—C—|—O

Co Co
e temos:
G(t) GQ GO 0G oc
=|—4+—|=——-4—|. 104
ct(t) Lﬁ " ¢ (Go CO>] (104)

Substituindo (104) na equacéo de Einstein generalizada, Eq. (103), temos:

1 87TG() 87TGO oG oc
pv — S Yuv :7,T1,1/ — | =— —4— TV. 1
R = 50l = = T+ = (GO CO) \ (105)

Relatividade Geral Extra: gravidade modificada
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Note-se que no vacuo, 7, = 0 e somem a fonte de gravitagéo (termo vermelho, lado
direito) e também o termo (azul) de variagdo de G e ¢. Por essa razado, podemos
dizer que G e c variaveis s6 produzem efeitos praticos quando em acoplamento com a
matéria e energia; no vacuo, nao existem efeitos mensuraveis de G e c variaveis.

Uma maneira de eliminar o termo extra (azul), na presenga de 7),,, € ndo mudar a
Relatividade Geral é tomar

— —4—=0=  =4—. (106)

Isso significa que a variagédo de G é vinculada a variagao de c¢. Dizendo de outra forma,
se descobrirmos como ¢ varia (determinando é¢), entdo, automaticamente conhecere-
mos §G. Este ultimo varia 4 vezes mais que o primeiro. Vamos trabalhar com essa
hipotese.

Conclusao: a equacgao de Einstein, Eq. (15) ndo muda se vale ‘é—GO = 4%. Cha-
maremos esse cenario de “Perturbed CPC for BH”, do inglés: “Perturbed Co-varying
Physical Couplings for Black Holes”.

Sob a condigéo (106), a equagao de Einstein permanece valida. Porisso, a solugao
estatica esfericamente simétrica, continua sendo a métrica de Schwarzschild, Eq. (18):

2M
ds® = — (1 — —) Adt? +
r

dr® + r?dQ?, (107)

1
(1—-2%)
onde, a massa geométrica M é dada por

o] — 2G’m7
2

e m € a massa de repouso da fonte.
Entretanto, vamos assumir que M = M (t) pois

G(t)=Go+0G(t)  [6G] <1

c(t) =co+ dc(t) |0c] < 1

Como M depende simultaneamente de G e ¢, pequenas variagdes 6G e dc modificam
diretamente a massa geométrica. Sob o vinculo 6G/Gy = 4dc/ ¢y, segue-se que dc/cy =
(1/4)(6G/Gy). Assim, a contribuigdo de jc para 61 € quatro vezes menor que a de
0G. Portanto, a variagao efetiva de M é dominada pela perturbacao /G.

Temos, entao:

em que vale o vinculo,

; e 16
oG _ 45—( = be _1oG (Perturbed CPC) .
G() Co

Co - i Gio
Substituindo o vinculo dc/cq = (1/4) (6G/Gy) no termo perturbativo G /Gy — 2¢/ ¢y,
obtemos: 0G/Gy — 2(1/4) (0G/Gy) = (1/2) (0G/Gy). Logo, a contribuicdo de dc é
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necessariamente menor e aparece como termo induzido por §G. A evolugao temporal
de M (t) é, portanto, essencialmente determinada por 0G (t).

Logo,
2M = 14+ -——1.
Cg ( + 2 GO)
Definimos a massa geométrica original (constante) como

2G :
2My = Cgm (massa geométrica constante) .
0
Assim,
16G
QM =2My | 1+ = — ). 108
(1+3%) (108)

Essa é a generalizacado da Eq. (19).
Podemos retornar esse resultado no elemento de linha de Schwarzschild (107) para
escrever:
2My
T

1 ( 1
ds® = — [1 - (1 + 5G)} cdt? + [ — dr® 4+ r2dQ?,
1 — 2Mo

2 Gy 156G

o )
onde ¢ (t) = ¢y + oc(t). Porém, conforme estudamos acima, vale
Cdt? ~ cidt®.

em primeira ordem. Logo,

dr® +r2dQ*,  (109)

d82:_l1_2_Mo(1 106G 1

) -2 (12 )]

T 0

r

que é a generalizagdo de Schwarzschild para G e c variaveis, Eq. (18). Logo, teremos
uma modificagdo na estrutura causal do espaco-tempo advinda do termo extra % ‘é—cj
Com efeito:

S (1) 0 0 0
1
G = ! )] 0!
0 0 72 0
0 0 0 r2sin6

embora a Lagrangiana permanega na forma

1
L= g,

Lembramos que:

Y

" 2V = [eot + de (1) 1]
' =Xx=(r0,0)

onde o ponto representa a derivada com respeito ao parametro afim . Logo,

2L = goo {[co + 5¢ ()] £+ 6¢ (1) £} + g11#® + g220° + g3
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Vamos trabalhar com o primeiro termo separadamente:

-se também que: ic* (1) ~ 0 . Logo,

goo {[co + d¢ (D)) + 6¢ (£) £} = {_ (1 ~ 2Mo) . {21\40 146G

—5 G_J } {cgiz + [20050 (t) £ 4 2codé (1) t

r

Note-se que os termos entre colchetes na ultima passagem dizem respeito a modi-
ficagdo do cenario “Perturbed CPC for BH”. Fazendo as distributivas e desprezando
infinitésimos de ordem superior:

o {fea+ S (0] -+ 06 (1)1 = = (1- 222 @

(1 B 2MO) {203 de(t) 24902 dc (t) tt]

r Co Co
2o LOGH oz
r o 2 Go

Os dois ultimos termos da equagao acima nao séo independentes devido ao vinculo
(106). Com ele, temos:

go0 {[co + ¢ (1)) £ + ¢ (£) £} ~ — [(1 _ 2];40) . ; fgj (1 _22M )} 20

16G 2Mo\ ..
-~ (1-== .
200( . )cott

Voltamos a expressao de 2L:

2L = Joo {[CO + oc(t ( )] t + 50 t} + gn?” + 9220 + g33¢
e usamos os valores de g;;. Temos:

B 2My\  16G oMo\ 5. 106G 2My\ .,
op (1= B0Y) L 10O (2] g 19G(,_2) gy

1
2M 1 6G
(1)

Para trajetorias radiais de particulas ndo-massivas —tipo luz, temos:

+ i 4+ 1r20% 4+ r? sin” 042

odL=0=¢=0  (trajetorias tipo luz).

2My\ 140G oMo\ 4 106G 2My\
2L=—|(1- - (1-2 22— - (1-=—2) c&ti
(-5) g ()| 5 (-5
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Esta é a generalizacéo da Eq. (30):

-1
2L = — (1—27%) cot? + (1—2—M°) 2 (RG).

r

Nossa proxima tarefa é encontrar as derivadas que aparecem na equagao de Euler-
-Lagrange,
oL _d (oL |
orr  dx \oir) 7

para estudar a trajetéria de particulas no espago-tempo de Schwarzschild na presenca
de acoplamentos fisicos co-variaveis. Isso sera feito no futuro como continuacao deste
trabalho. O estudo da termodinamica do cenario “Perturbed CPC for BH” também fica
para o futuro.
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8 Conclusao

O trabalho apresenta uma trajetéria conceitual e matematica do desenvolvimento da
Fisica Moderna até os estudos atuais sobre buracos negros. Inicia-se com o contexto
historico dos séculos XIX e XX, destacando a formulagdo da Relatividade Especial
e a estrutura do espacgo-tempo de Minkowski, com énfase nos intervalos, relagdes
de causalidade e cones de luz. Em seguida, aborda-se a Relatividade Geral e suas
equacdes fundamentais, que permitem a obtencao de solugdes como o espaco-tempo
de Schwarzschild e, posteriormente, o de Kerr-Newman, explorando aspectos como
singularidades, ergosfera, gravidade superficial e area do horizonte de eventos.

O estudo avancga para a termodinamica dos buracos negros, incluindo as leis me-
canicas, o efeito Hawking e a analise da evaporagédo de um buraco negro estelar. Por
fim, introduz-se a possibilidade inovadora de tratar GG e ¢ como variaveis, abrindo novas
perspectivas tedricas para a compreensao da estrutura causal e da termodinamica dos
buracos negros. Esses dois ultimos aspectos seréao abordados em uma continuagao
desta pesquisa.

Durante a elaboracao do trabalho, foram realizadas duas apresentagées em even-
tos, sendo a primeira no PPGF UNIFAL-MG/UFSJ International Conference on Mul-
timessenger Astrophysics, intitulada como “Preliminary Studies on Black Holes”. A
segunda participagdo em evento com apresentagao de trabalho foi no X Simpdsio da
UNIFAL-MG, com o poster intitulado como “Analise Preliminar sobre a Termodinamica
de Buracos Negros”. Em ambas apresentagdes, o conteudo apresentado foi o mate-
rial desenvolvido até as datas das apresentagdes. Para o XI Simpésio da UNIFAL-MG,
foi apresentado o projeto com o titulo “Buracos Negros: geometria e termodinamica”
contendo os ultimos avangos reportados nesta monografia.

Os resultados alcangados até o momento abrem espaco para desdobramentos sig-
nificativos no aprofundamento da proposta CPC. Como perspectiva futura, pretende-se
concluir os calculos considerando G e c variaveis, o que permitird uma analise mais
completa da estrutura causal no caso CPC-Schwarzschild. Na sequéncia, o objetivo
€ avangar para o desenvolvimento do cenario CPC—Kerr—Newman, ampliando a apli-
cabilidade do tratamento a geometrias mais gerais.

Outro topico fundamental sera o estudo da termodinamica de buracos negros (BN)
dentro do formalismo CPC, especialmente no que se refere a compatibilidade entre
a estrutura causal modificada e as leis fundamentais da termodinédmica gravitacional.
Tais investigacdes poderédo oferecer novos elementos de interpretagédo tanto para a
fisica de horizontes quanto para possiveis corregbes em regimes de alta energia.

Por fim, ha a intengdo de consolidar esses resultados em um artigo cientifico, vi-
sando anunciar as descobertas sobre o tratamento CPC para buracos negros e suas
implicagdes termodinémicas, contribuindo para o debate contemporéneo em gravita-
¢ao e cosmologia tedrica.
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