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RESUMO

Neste trabalho, estudamos as caracteristicas essenciais da Relatividade Geral e da Cos-
mologia Padrao, com o objetivo de compreender o Paradigma Inflacionéario. Desde 1980,
os modelos inflacionarios passaram a ser elementos fundamentais para teorias que buscam
entender o Universo primordial. As medigoes obtidas por meio da anélise observacional
da Radiacao Césmica de Fundo podem ser comparadas com as previsoes dos modelos in-
flacionérios, proporcionando testes rigorosos para as predicoes feitas. Assim, discutimos
os problemas do Modelo Cosmologico Padrao (por exemplo, o problema do horizonte, o
problema da planura e as correlagbes no superhorizonte) e como esses problemas podem
ser resolvidos ao se adicionar um periodo de expansao acelerada nos primeiros momentos
do Universo. Descrevemos a fisica da inflagao e estudamos a dinamica do campo escalar
inflaton ¢, responsavel pela expansao exponencial do espago, por meio da equacao de
movimento e da aproximagao de slow-roll para os parametros fundamentais da inflagao:
€ e 1. Esses parametros, por sua vez, possibilitaram o céalculo do indice espectral ng e da
razao tensorial-escalar r para os modelos de inflacao quadratica, de Starobinsky e para a
extensao do modelo de Starobinsky, na qual propomos a adicao do escalar de curvatura
cubica na acao. Apoés a descricao da inflagao, analisamos minuciosamente o comporta-
mento do Modelo de Starobinsky e discutimos o problema associado a ele. A lacuna
introduzida por esse problema foi o ponto de partida para a introducao do termo R? e

para a analise das consequéncias dessa adicao.

Palavras-chave: Cosmologia Padrao; Inflacao; Starobinsky; Extensao; Parametros Cos-

mologicos.



ABSTRACT

In this work, we study the essential characteristics of General Relativity and Standard
Cosmology, with the aim of understanding the Inflationary Paradigm. Since 1980, in-
flationary models have become key components for theories that seek to understand the
primordial Universe. Measurements obtained through observational analysis of the Cos-
mic Microwave Background can be compared with the predictions of inflationary models,
offering rigorous tests of the proposed outcomes. Thus, we discuss the problems of the
Standard Cosmological Model (for example, the horizon problem, the flatness problem,
and superhorizon correlations) and how these problems can be resolved by adding a pe-
riod of accelerated expansion in the early moments of the Universe. We describe the
physics of inflation and study the dynamics of the inflaton scalar field ¢, responsible for
the exponential expansion of space, through the equation of motion and the slow-roll
approximation for the fundamental inflationary parameters: ¢ and 7. These parameters,
in turn, enabled the calculation of the spectral index n, and the tensor-to-scalar ratio r
for quadratic inflation models, Starobinsky’s model, and the extension of the Starobinsky
model, where we propose the addition of the cubic curvature scalar term in the action.
After the description of inflation, we thoroughly analyze the behavior of the Starobinsky
Model and discuss the issues associated with it. The gap introduced by this issue was the
starting point for the introduction of the R* term and for the analysis of the consequences

of this addition.

Keywords: Standard Cosmology; Inflation, Starobinsky; Extension; Cosmological Para-

meters.
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1 INTRODUCAO

A Teoria da Relatividade Geral (RG) é uma extensao da Teoria da Relatividade
Restrita, sendo formulada por Albert Einstein com o objetivo de compreender, dentro
de um contexto mais amplo, o papel dos referenciais nao-inerciais nas leis da fisica. Em
1915, Einstein propds que, em uma regiao suficientemente pequena do espago, o campo
gravitacional poderia ser descrito como equivalente a um referencial inercial, no qual nao
ha forcas atuando, exceto o movimento em um espago curvado. De acordo com essa
visao, nao existe uma forca de gravidade propriamente dita; o que ocorre é a curvatura
do espago-tempo, que é gerada pela presenca de massa e energia (Dahmen, 2022).

Em 1917, Einstein (Einstein, 1917) prop6s um modelo cosmologico estatico fun-
damentado no Principio Cosmologico (PC), uma generaliza¢ao do principio copernicano,
que postula a extensao da homogeneidade e isotropia do espaco a dimensao temporal.
Quando a RG foi formulada, o conhecimento sobre o Universo além da nossa galédxia era
bastante limitado. Embora galaxias distantes fossem observadas como manchas espirais
nebulosas nao resolvidas, nao se sabia que essas nebulosas continham intimeras estrelas,
muito semelhantes as da nossa propria galaxia. Uma descoberta crucial para a compre-
ensao do que essas nebulosas eram foi feita por Edwin Hubble, que identificou estrelas
variaveis Cefeidas na galaxia de Andrémeda, provando que essa galaxia estava localizada
muito além dos limites da nossa (Hirosi, 2019).

Mais recentemente, com o avanco dos telescopios e outras técnicas observacionais,
a visao do Universo se expandiu progressivamente para distancias maiores. Uma vez
estabelecido que o Universo era povoado por galaxias de tamanhos diferentes, uma ques-
tao recorrente passou a ser: em qual escala o Universo segue o principio cosmologico
proposto por Einstein? S6 recentemente que pesquisas de galaxias suficientemente pro-
fundas e com estatisticas suficientes tornaram-se disponiveis para resolver esta questao
definitivamente.Um excelente relato histérico desses primeiros debates e seu papel no de-
senvolvimento da cosmologia moderna podem ser encontrados em trabalhos do ganhador
do prémio Nobel, Phillip James Edwin Peebles (Peebles, 1980, 1993).

A teoria subjacente ao modelo do Big Bang como a conhecemos hoje foi desen-
volvida antes que as questoes observacionais mencionadas acima tivessem sido resolvidas.

A geometria e evolugao temporal do Universo, conforme previsto pela teoria de Einstein,
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sao dadas pelo que hoje é conhecido como modelo cosmolégico de Friedmann-Lemaitre-
Robertson-Walker (FLRW) e descreve as solugoes para as equagoes de campo de Einstein
para um Universo homogéneo e isotropico cujo fator de escala varia com o tempo (Bucher,
2017).

Até o final da década de 1970, o modelo cosmologico decorrente da RG foi ampla-
mente aceito pela comunidade cientifica. Mas uma série de observagoes a partir do final
dos anos 90 levou a um interesse renovado em teorias alternativas, buscando encontrar
explicagoes para observagdes que nao foram explicadas pela teoria de Einstein (Debono,
2016).

A RG aplicada ao Universo resultou no modelo Big Bang, que por sua vez é caracte-
rizado como um Universo em expansao a partir de um estado inicial altamente energético
e denso. Este modelo conseguiu explicar muitos fendmenos interligados que foram pos-
teriormente confirmados pela observacao: a Lei de Hubble e a expansao do Universo, a
historia térmica do Universo, a nucleossintese primordial, a relacao entre a temperatura
e a escala fator e, finalmente, a natureza do corpo negro da Radiagao Cosmica de Fundo
(RCF). O fato notavel é que esses fenémenos ocorrem em escalas extremamente diferentes
e sao observados através de diferentes processos fisicos, e ainda assim todos eles cabem
perfeitamente dentro do modelo. No entanto, existem algumas observagoes que o modelo
Big Bang nao consegue explicar (Debono, 2016).

Os problemas cosmolégicos, como o problema do horizonte, o problema da planura
e o problema das correlagoes no super-horizonte, estao diretamente relacionados ao Uni-
verso primordial. Neste trabalho, investigamos um ramo dos modelos inflacionarios, que
surgem como uma extensao do modelo cosmologico padrao para abordar essas questoes.
Esses modelos sao caracterizados por uma fase de expansao acelerada e exponencial no
inicio do Universo. Uma solucao simples e natural para esses problemas é proposta pela
conjectura de uma fase de diminuicao do raio de Hubble no Universo primordial. Essa
reducao do raio de Hubble, cada vez menor, é a definicao fundamental da inflagdao, que nao
sO resolve o problema do horizonte, mas também é crucial para o mecanismo inflacionario
que gera as flutuagoes observadas no Universo atual.

Um modelo inflacionario bem-sucedido deve durar tempo suficiente para resolver
problemas como os mencionados acima e também fornecer uma transicao elegante, conec-

tando o periodo inflacionario ao universo desacelerado de Friedmann, preservando assim as
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previsoes bem-sucedidas do Modelo Padrao da Cosmologia (MPC). Atualmente, diversos
modelos na literatura sugerem a presenca de um ou mais campos escalares responsaveis
pelo mecanismo inflacionario (Linde, 1993; Martin; Ringeval; Vennin, 2014; Wands, 2008).
No entanto, inicialmente esses campos escalares eram adicionados de maneira ad hoc, o
que pode nao refletir a realidade. Além disso, alguns desses modelos exploram a ideia de
campos escalares originados de interagoes fundamentais e investigam como esses campos
interagem em espagos-tempos curvos descritos pela RG (Bezrukov; Shaposhnikov, 2008;
Freese; Friemann; Olinto, 1990; Linde, 1983), enquanto outros se baseiam em extensoes
da RG, ou seja, na incorporacao de termos de curvatura (como tensores de Riemann R,y
ou o de Ricci R, ou até mesmo o escalar de curvatura R) de ordem superior na acao
de Einstein-Hilbert (EH) (Cuzinatto; Medeiros; Pompeia, 2019; Gottléber; Miiller; Sta-
robinsky, 1991; Ivanov; Tokareva, 2016; Myrzakulov; Odintsov; Sebastiani, 2015; Salvio,
2017; Starobinsky, 1980); esta acao por sua vez, leva & a equagao de movimento cru-
cial da RG e suas extensoes. Gravidades de ordem superior sao motivadas pela fisica de
altas-energias. A RG ¢ uma teoria nao renormalizavel,! isto ¢, nao é possivel quantiza-la
convencionalmente. Uma via para solucionar esse problema esta na inclusao dos termos
de curvatura de ordem superior (Rodrigues-da-Silva; Bezerra-Sobrinho; Medeiros, 2022;
Stelle, 1977).

Um dos focos deste trabalho é o estudo da correcao a teoria de Einstein resultante
da adi¢ao de um escalar de Ricci quadratico a acao de EH com acoplamento minimo;
modificagao esta conhecida como modelo inflacionério de Starobinsky. Este modelo foi
proposto no artigo (Starobinsky, 1980) em 1980, por Alexei A. Starobinsky e atualmente
¢ um modelo com grande favorecimento observacional (Ade et al., 2013, 2015, 2021).
Ademais, o potencial vinculado ao campo escalar inflaton é obtido naturalmente apos

transformacoes de frames e este é mais um ponto positivo para o modelo.?

LA renormalizagio é um procedimento usado em Teoria Quéanticas de Campos (TQC) para lidar com
as divergéncias infinitas que surgem ao calcular certas interagoes entre particulas. Em termos simples,
ela permite cancelar essas infinitudes, ajustando parametros como as massas e as cargas das particulas
(Peskin; Schroeder, 2019; Weinberg, 1995; Zee, 2010). A questao da teoria da RG ser nao renormalizével
esta ligada a forma como a teoria lida com as interagbes gravitacionais em escalas de alta energia (ou
seja, quando as distancias se aproximam do limite de Planck, ou quando as energias sdo muito altas)
(Ashtekar; Singh, 2011; 't Hooft; Veltman, 1974). O modelo de eletrodinamica quantica (QED), por
exemplo, é renormalizével porque as divergéncias podem ser contidas e os calculos podem ser feitos de
forma consistente (Itzykson; Zuber, 1980; Schwartz, 2013).

2A obtencdo natural do potencial inflacionario no modelo de Starobinsky, apos a transformacio do
frame de Jordan para o de Einstein, é um ponto positivo porque elimina a necessidade de postular um
campo escalar e seu potencial. Isso torna o modelo menos arbitrario e reforga sua consisténcia com a
extensao da RG que inclui o termo R?. Além disso, o potencial resultante apresenta um plato, favorecendo
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Contudo, o modelo de Starobinsky pode ser aprimorado e neste trabalho mostramos
um exemplo de como é possivel dar continuidade a esse refinamento quando adicionamos,
no Capitulo 5, um termo ctibico do escalar de curvatura R* na acao EH e estudamos os
parametros que compoem a dinamica escalar.

Para comecar, no Capitulo 2, fazemos um resumo dos principais topicos da Cosmo-
logia Padrao para compreender o background necessario para, no Capitulo 3, entendermos
como a inflacao funciona via dindmica de campo escalar e também como sao descritos os
modelos inflacionarios. No Capitulo 4, descrevemos a dindmica do modelo de Starobinsky
e no, Capitulo 5, introduzimos a generalizacao da acao R + R? com a adicao do termo
ciibico do escalar de curvatura. Nos dois capitulos que apresentam modelos inflacionarios,
fazemos conexoes com as observagoes cosmoldgicas através dos calculos dos parametros
de indice espectral ng e da razao tensorial-escalar r» e comparamos os resultados com os
dados fornecidos por (Ade et al., 2021). Finalizamos o trabalho com uma conclusao dos
resultados gerais obtidos e apresentamos possiveis continuacoes para este trabalho.

Nos Capitulos 2 e 3 deste trabalho utilizamos a Ref. (Baumann, 2022) como guia

principal.

a inflacdo de slow-roll e garantindo concordancia com os dados da RCF (Linde, 1990; Martin; Ringeval;
Vennin, 2014; Mukhanov; Chibisov, 1981; Nojiri; Odintsov, 2006).
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2 COSMOLOGIA PADRAO

O objetivo deste capitulo é derivar e resolver as equagoes que governam a evolugao
do Universo como um todo, levando em consideracao suas diferentes componentes: radi-
acao, matéria e a constante cosmoloégica. A caracterizacao do Universo apresenta uma
distribuicao das galaxias irregular em escalas menores, mas, & medida que se observa em
escalas maiores, essa distribuicao se torna notavelmente uniforme. Especificamente, ao
analisarmos distancias superiores a 100 Mpc, o Universo se mostra isotrépico, ou seja,
suas propriedades sao as mesmas em todas as dire¢oes. Considerando que nao existe um
ponto privilegiado no espaco, essa isotropia observada implica também em homogenei-
dade, isto é, todos os pontos no espacgo sao equivalentes. Essas duas caracteristicas —
homogeneidade e isotropia — constituem o cerne do Principio Cosmolégico. Com isso,
é possivel uma descrigao matematica simplificada do Universo, uma vez que a geometria
do espago-tempo assume uma forma consideravelmente simples (Baumann, 2022).

Do ponto de vista tedérico, um universo estatico, contendo matéria e energia, é
instavel por natureza. Por essa razao, espera-se que o espago-tempo seja dinamico (Bau-
mann, 2022). De fato, observagoes da luz de supernovas tipo Ia® revelaram que o Universo
estd em expansdo acelerada (Perlmutter et al., 1998; Riess et al., 1998). Ao retroceder-
mos essa expansao no tempo, estima-se que, ha cerca de 14 bilhoes de anos, o Universo
estava em um estado extremamente denso e quente. A teoria do Big Bang, associada ao
MPC, descreve como esse estado inicial evoluiu, originando o Universo que observamos
hoje (Baumann, 2022).

Em um universo em expansao, o elemento de linha* quadri-dimensional pode ser
escrito como

ds* = —c*dt* + a* (t) di?, (2.1)

3 As supernovas tipo la ocorrem em sistemas binérios, onde uma das estrelas ¢ uma ana branca (o
remanescente de uma estrela que esgotou seu combustivel nuclear). A supernova acontece quando a ana
branca acumula matéria de uma estrela companheira até atingir uma massa critica (aproximadamente
1,4 vezes a massa do Sol), chamada de limite de Chandrasekhar. Esse limite ¢ a massa maxima que uma
ana branca pode ter sem colapsar sob sua propria gravidade. Quando a ana branca atinge esse limite,
a pressao e a temperatura no nicleo se tornam altas o suficiente para iniciar uma fusao de carbono e
oxigénio, o que resulta em uma explosao catastrofica. Essa classe de supernovas sao usadas como "velas
padrao" para medir distancias astrondomicas (Carroll; Ostlie, 2017).

4Conferir Apéndice A.
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onde dl® = v;; (z*) da'da?® representa o elemento de linha nas fatias espaciais em ),
e a(t) é o fator de escala, que descreve a expansao do Universo. Inicialmente, deter-
minaremos as formas permitidas para a métrica espacial v;; e, em seguida, abordaremos
como a evolugao do fator de escala se relaciona com o contetido de matéria que compoe o
Universo (Baumann, 2022) . Para simplificar, consideraremos a velocidade da luz como
uma constante, adotando ¢ = 1 durante todo o trabalho.

O objetivo deste capitulo é derivar e resolver as equagoes que governam a evolu-
¢ao do Universo como um todo, levando em consideracao suas diferentes componentes:

radiacdo, matéria e a constante cosmologica (Baumann, 2022).

2.1 Espacgos tridimensionais simétricos

Os espagos tridimensionais homogéneos e isotropicos devem ter curvatura intrinseca
constante. Existem entao apenas trés possibilidades: a curvatura das fatias espaciais pode

ser zero, positiva ou negativa. Entao, determinamos a métrica para cada caso:

e Espaco plano: a possibilidade mais simplista é o espago plano (k = 0) Euclideano
tridimensional E3. Nesta circunstancia, linhas paralelas jamais se encontram e o
elemento de linha® é

dl* = dx* = §;;dx'da?

que é claramente um invariante sob translacoes espaciais z° — z'+a’, com a’constante
sob rotagoes &' — R'ya”, com 0;; R, R’ = 0y, sendo R} a matriz 3 x 3 de rotagoes

(Baumann, 2022). Comentamos que
x* =2’ +y* + 2%

e Espaco esférico: Outra possibilidade para um espago tridimensional (3D) é aquele
com curvatura positiva (k= +1). Nesse caso, linhas paralelas eventualmente se

encontram. Essa geometria pode ser representada como uma esfera tridimensional

50s indices latinos iniciam a contagem em 1 e correspondem & indices espaciais.
60 Apéndice A, apresenta um breve resumo de RG cobrindo os assuntos necessarios para entender o
significado de elemento de linha e tensor métrico (ou simplesmente métrica).
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S3 imersa em um espago euclidiano de quatro dimensdes £ (Baumann, 2022):
di* = dx* + du?®, x*+u*= R},

onde Ry ¢ o raio da esfera, e u atua como uma coordenada extra.

e Espaco hiperbdlico: Finalmente, também ¢é possivel um Universo com curva-
tura negativa (k = —1). Nesse caso, as linhas paralelas divergem. Essa geometria
¢ representada por um hiperboloide tridimensional H? embebido em um espaco

quadri-dimensional de assinatura Lorentziana R'® (Baumann, 2022):
dl* = dx? — du®, x*—u?’=—R3?,

onde R2 > 0 é uma constante que determina a curvatura do hiperboloide. Neste
caso, a homogeneidade e isotropia na superficie da hipérbole, imersa no universo
considerado, decorrem da simetria do elemento de linha sob pseudo-rotacoes qua-

dridimensionais (Baumann, 2022).

Os elementos de linha esféricos e hiperboélicos podem ser combinados como
di? = dx* + du?®, x*+u®=+R2
Podemos estimar os diferenciais infinitesimais ao calcular
d(x*) +d(u?) =d(+R}) = 2x - dx + 2udu = 0,
de onde obtemos
2udu = F2x - dx = udu = Fx - dx.

Eliminamos a dependéncia da coordenada auxiliar « no elemento de linha ao calcular du?:

- dx)?
(udu)® = (Tx - dx)* = du® = %

Como sabemos que u? = +£R? F x?, obtemos

(x - dx)?

2 2
= + .
de dx BT x

(2.2)



Dessa forma, unificamos o resultado da Eq. (2.2) com o caso plano ao escrever

.

0

A2 = dx? + k%ﬁ;, para k= ¢ 41

—1

\

ES

’

3
7S7

Y

H3.
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(2.3)

As simetrias do espaco tornam-se mais evidentes quando escrevemos a métrica em

coordenadas esféricas (r,0,¢), conforme ilustrado na Fig. 1.

Figura 1 — Sistema de coordenadas esféricas

el o8

i
Fonte: Fleming (2003).

Dado os resultados obtidos no Apéndice A, temos:

dx? = dr® + r? (d92 +sin% 6 dqb2) ,
X - dx = rdr,

X2:7’2.

Substituindo esses resultados na Eq. (2.3), obtemos

de* = dr® + r* (d6? + sin® 0 d¢*) + k

r2dr?
2 _ 1..27
R§ — kr

onde definimos d)? = d#? + sin® 6 d¢? para a métrica FLRW em coordenadas esféricas.

Assim,
dr?

_ k2
Rj

r* = +r2dQ?.

(2.4)
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Observe que, apesar de r = 0 parecer um ponto especial na Eq. (2.4), ndo ha um centro

no Universo. Cada ponto no espaco é equivalente a qualquer outro.

2.2 Meétrica Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker

Nesta secao, especificaremos a métrica que caracteriza o Universo em expansao,
assumindo que este obedece o PC. Assim, com os resultados obtidos na Secao 2.1, subs-
tituimos a Eq. (2.4) na Eq. (2.1) e obtemos a métrica de Friedmann-Lemaitre-
Robertson-Walker em coordenadas esféricas, a qual serd fundamental para calculos

futuros:
2

2]
7

d
ds* = —dt* + a*(t) L 2a02 , (2.5)
1

essa expressao também é conhecida como métrica FLRW.

Algumas caracteristicas importantes desse resultado merecem destaque:

e Primeiramente, o elemento de linha expresso na Eq. (2.5) possui uma simetria de

redimensionamento, ou seja,

a— Ada, m—=r/\ Ry— Ro/\

A geometria do espaco-tempo permanece inalterada, independentemente da reescala
simultanea de a, r e Ry por uma constante \. Essa liberdade permite fixar o fator de
escala no presente — ou seja, quando t = ty — como uma unidade, a(tg) = ag = 1.
Dessa forma, Ry passa a representar a escala de curvatura fisica no presente, o que

justifica o uso do indice 0 (Baumann, 2022).

e A coordenada r é denominada coordenada comével. Essa distancia pode ser
alterada por uma reescala conforme indicado na Eq. (2.5) e, portanto, ndo constitui
um observavel fisico (Baumann, 2022). Por outro lado, resultados fisicos dependem

apenas das coordenadas fisicas, definidas como 745 = a(t)r.

Ao estudar a dinamica das galaxias, introduzimos o parametro de Hubble, que sera
descrito a seguir. A caracterizagao desse parametro é feita considerando uma galaxia cuja

trajetoria em coordenadas comoveis é r(t), enquanto em coordenadas fisicas é rg = a(t)r
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(Baumann, 2022). Assim, a velocidade fisica da galaxia é dada por:

drgs  da(t) dr
= = + — 2.
Vs = T at alt) dt’ (2:6)

pela regra do produto. Na Eq. (2.6) definimos a velocidade peculiar vpee = a(t) 7,
onde 7 = dr/dt, que descreve a velocidade medida por um “observador em movimento” e
também mede o movimento da galaxia em relagao ao referencial de repouso cosmologico,
normalmente gerado gragas a gravidade de outras galédxias proximas.

Por fim, reorganizamos (2.6) fazendo

v :da(t)r&
BT A T at)

+ Vpec = Hrﬁs + Vpec (27)

onde introduzimos o pardmetro de Hubble

H

Il
2 e

, (2.8)

sendo @ = da/dt. Esse parametro, junto a rgg, define a velocidade com que a galaxia se

afasta devido a expansao do espaco-tempo entre a origem e a coordenada.

2.3 Equagao de Continuidade FLRW

A equagao de continuidade na cosmologia é uma das equagoes fundamentais de-
rivadas das leis de conservagao aplicadas ao tensor energia-momento no contexto de um
Universo em expansao descrito pela métrica FLRW. No Apéndice A, vimos a conservagao
da energia ao estudar derivagoes de tensores.

Para trabalhar com a Eq. (A.2), é importante lembrar que cada indice (contra-
variante e covariante) contribui com um termo associado ao simbolo de Christoffel, cuja

definicao foi abordada no Apéndice A. Dito isto,
V., = 9,1, +Th\T%, — T3 T = 0.

Isso corresponde a quatro equacoes separadas (uma para cada valor de v).” A evolucao

"Ou seja, indices gregos iniciam a contagem em 0 e este indice corresponde ao tempo.
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da densidade de energia é obtida quando aplicamos v = 0 na equagao acima, assim
A A

dai expandimos os dois primeiros termos, para que possamos usufruir dos zeros que a

isotropia proporciona. Entao
T + 0Ty + Tl T + Th. T — Thg T, = 0
sabendo que T% = 0, temos
AT + Tho T — T T, =

Conhecendo o tensor energia-momento misto

—p 0 0 0

) 0O P 0 0

T”:oopo’ (2.9)
0 00 P

notamos que 7% é a componente de densidade de energia p, que por sua vez depende
apenas do tempo. Na Eq. (2.9) P é a pressao, por isso reescrevemos a equagao acima

substituindo as componentes do tensor:

() + Ty () = T, =0 (2.10)
Como
X T =0T  TH + T T" = 01" o T + I, T,
(§]
I §jo = géiju
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entao:

. . a .. ; a . a
T =T 19 = =5 T = -T" =3-P,
710 Sl 70+ 4 a Vi) a 7 a

pois sabemos que 7%, = T, + T?%, + T3, = 3P. O segundo termo de (2.10) sera:
B 0 i _ a

Substituindo na Eq. (2.10):

d(—p)
dt

3%, _3%p—
a a

portanto

p+3§ (p+ P) = 0. (2.11)

Essa equagao fundamental descreve a conservacao da energia total no contexto
cosmologico e é denominada equagao de continuidade. Note que a notacao usual da
conservacao de energia no espaco plano — derivada do teorema de Noether® — depende
da invariancia sob translacoes temporais.

No entanto, essa simetria é quebrada em um Universo em expansao, tornando
a noc¢ao convencional de conservagao de energia inadequada. Em vez disso, a equagao
de continuidade (2.11) emerge como a formulagao correta para descrever a evolugao da
densidade de energia no contexto cosmologico.

A maioria dos fluidos cosmologicos pode ser parametrizada em termos de uma

equacgao de estado:

g
Il

(2.12)

v

Com essa definicao, podemos estudar a equacao de continuidade para cada componente

80 teorema de Noether afirma que, para todo sistema lagrangeano, a existéncia de uma simetria
continua implica a conservacao de uma quantidade associada, expressa por uma equagao de continuidade
(Fleming, 2002).
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isoladamente.’ Neste caso, manipulamos a Eq. (2.11):
Lo 3201+ w).
p a

Podemos integrar essa equagao para obter a relacao entre a densidade de energia e o fator

In (ﬁ) — —3(1+w)ln (%) .

Lembramos que foi assumido o fator de escala atualmente valendo ag = 1, entao notamos,

de escala a:

finalmente

p — poa—3(1+’w) N p X a—3(1+w)’ (213)

o que mostra como a diluicao da densidade de energia vincula-se diretamente a equacao

de estado.
2.4 Curvatura do Espago-Tempo

Nesta subsecao, analisamos como a métrica FLRW, aplicada aos termos de curva-
tura, da origem a dinamica do espaco-tempo. Para isso, precisamos calcular o tensor de

Einstein (derivado no Apéndice A):
1
Guy = R;w - éRg;wa

onde R, € o tensor de Ricci e R = R", = g" R, ¢ o seu trago, conhecido como escalar
de Ricci. O tensor de Ricci esta diretamente relacionado ao simbolo de Christoffel I'# ),
que pode ser calculado especificamente para a métrica FLRW. Contudo, nao é necessario
calcular os componentes R;g = Ry;, pois a isotropia da métrica cancela tais termos. Dessa

forma, os tinicos componentes relevantes do tensor de Ricci sao Ry e R;;.

9Quando consideramos a interacdo entre as componentes de matéria, radiacio e constante cosmolé-
gica, a equacao de continuidade assume um formato diferente. E comum escrever as equagoes em pares.
Assumindo a relacdo entre radiacdo e matéria, temos p = pr + pm ¢ P = P, + P,,,. O mesmo ocorre
com a equacao de estado, w; = %. Assim, g, +3Hp, [1 + w,] + pm + 3Hpy, [1 + wy,] = 0. Se definirmos
Q=p+3Hp, 1+ w,) e —-Q= pm +3Hpp, (1 + w,y,), vemos que ha um balango entre as interacgoes das
componentes: a energia que sai de uma componente é transferida para outra. O mesmo ocorre ao incluir
a constante A, porém com um termo adicional na equacao.
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Utilizando a métrica (2.5) e a definicdo do simbolo de Christoffel (A.6), escrevemos

(as solugoes a seguir foram obtidas no Apéndice B):

I = 1 —am’Q Iy = 1 —m/;rQ
Y, = aar® T = aar’sin®6 (2.14)
Th =T =Th=" Th=—r(1-n?
2 T8 — % Il = —r (1 - rr?) sin® 0
2, = —sinflcos I3, = cotd,

k

onde kK = 2>. Por sua vez, esses simbolos serao relacionados com os componentes do
0

tensor de Ricci (obtidos também no Apéndice B):

Ry = =3,
a
ad + 2a® + 2k
Ryj—— = 2.15

Ry =1 (ai + 2a° + 2k)

Rys = 12 (ad +26% + 2/-@) sin? 6.

Munidos dos resultados acima, escrevemos o escalar de Ricci sendo!”

. . 2
R=6 9+(9) + = (2.16)
a a a
Ainda com a Eq. (2.15) é possivel generalizar o resultando quando fazemos
a\® @ 2k
Rij = |2 (a) T T 2| 9 (2.17)

onde g;; é a métrica dada na Eq. (2.5). As componentes diferente de zero do tensor de

Einstein, G, = R, — %Rg,w, para a métrica FRLW serao:

. 2
a K
o= [(‘) T

0Para chegar na Eq. (2.16) foi necessario saber que R = g°°Roo + g'* R11 + g*? Raa + g% Ras.

(2.18)
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Gio— —

2d+ a 2+,~@
J a a a?

Com esse resultado temos as componentes basicas necessarias para determinar as equagoes

5. (2.19)

J

que regem a evolugao do Universo de uma maneira geral.
2.5 Equacgoes de Friedmann

Finalmente, a partir da Equagao de Einstein G, = 87GT),,,'! podemos deduzir a
equacao de Friedmann, a qual conecta a geometria do espago-tempo (métrica FLRW)
com o contetido energético do Universo. Utilizaremos a parte temporal do tensor de
Einstein para isso. Assim, sabendo G°, = 87GTY,, com a Eq. (2.9) temos T = —p. Dai,

com a Eq. (2.18), escrevemos

SOX

Ou seja, com a parte temporal da equacao de Einstein chegaremos na conexao com a

= —p8rG.

cosmologia. Manipulamos algébricamente e obtemos a equagao de Friedmann

(é)Q _8nGp k| (2.20)

a 3 a?

onde p é a soma de todas as contribuicoes das densidades de energia do Universo.
Escreveremos p, para a contribuicao de radiacao (com p, para fotons e p, para
neutrinos), p,, seré a contribui¢do da matéria (com p. para a matéria escura fria e p, para
os barions) e pa a contribuigdo da energia do vacuo. A equagao acima é fundamental
para descrever a evolugao do fator de escala. Para escrever uma equacao fechada de a (),
precisamos especificar a evolugao da densidade p (a), como na Eq. (2.13).
Ademais, a parte espacial da equagao de Einstein resultard na segunda equacao de

Friedmann (também conhecida como equagao de Raychaudhuri). Escrevemos

G'; = 8nGT",

1 Conferir Apéndice A.
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mas lembramos 7%, = (—p,P,P,P) implicando em

. . 2

a a K
2- + (—) +—

a a a

Podemos substituir a Eq. (2.20) no resultado acima:

§'; = 8nGPS',.

a 47 G
a——T (p+3P) . (2.21)

Quando efetuamos a derivada temporal em (2.20) e utilizamos a Eq. (2.11) para
p o mesmo resultado é obtido. Para mais, é possivel escrever a primeira equacao de

Friedmann em termos do pardmetro de Hubble, onde H = g

8tG K
H?>=—"—p— —. 2.22

Em um universo plano, x = 0, a densidade critica p.;; hoje é

3H2

Perit,0 = 3G 1.9 x 107*h%g cm 3

= 2.8 x 10" h?MoMpc™®
= 1.1 x 10~ °h?protons cm >.
O subscrito 0 em peitp indica que essa é a densidade critica atual, isto é, avaliada em
t=to.
Todas as densidades podem ser expressas em relacao a densidade critica, o que

permite definir os parametros de densidade

Qo= 20 i—rmA,. ... (2.23)

0=
Pecrit,0

Na literatura, o subscrito 0 no parametro de densidade €2, o é descartado. Entao, de agora
em diante a convencao sera €); para a densidade critica hoje. Dito isso, escrevemos a

equacao de Friedmann como

H? 87G K p Q,

Fg - 3[—[3'0_ 2HZ  peito = G2
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onde p = > . p; ¢ a contribuigdo de todas as densidades e Q, = _Hig ¢ o parametro
de densidade da curvatura. Assumindo um universo que contenha trés componentes de

energia, temos
H2 T m QK,
S
HO Perit,0 Perit,0 Perit,0 a

Com a equacao de continuidade, foi demonstrado que ha uma proporcionalidade
entre a densidade e o fator de escala via Eq. (2.11), vinculado & equagao de estado referente
a cada componente. Entao, sabendo que w = —1,0,1/3,!? para constante cosmoldgica,

matéria e radiagao, respectivamente, teremos

PA X a07pm X a_37p7" X CL—4-

Portanto,

2 —4 -3 0
H ProQ Pm, 00 PA0A Qf{
-3 = + + + —
H 0 Perit,0 Perit,0 Perit,0 a

= Qa0+ Qna ™ + Qy + Qa2 (2.24)

Perceba que 2, < 0 para x > 0. Impondo o tempo atual, vemos

Hg

= Qrag* + Qnag® + Qn + Qag?,
0

porém, é comum adotar a normalizagdo do fator de escala hoje sendo a (tg) = ag = 1, ou

seja
1=Q, + Qp 4+ Qy + Qs
=
Logo,
1=Qq+ Q.

Ademais, é possivel obter o pardmetro de densidade da curvatura somente em

relacao aos observaveis fisicos, isto é,

12 A constante cosmoldgica apresenta pressao negativa e a mesma proporcao entre densidade de energia
e pressao, resultando em w = —1. Enquanto que, para matéria, esta componente nao apresenta pressao e
por isso resulta em w = 0. Finalmente, com a mecéanica estatistica, sabemos que todo fluido com v = ¢,
como os fotons, apresenta a proporcao entre pressao e densidade como w = 1/3.
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Uma tarefa central na cosmologia é medir os parametros que aparecem na equagao

de Friedmann e por fim, conseguir determinar a composicao do Universo.

2.6 Solugoes Exatas

Em geral, devido & sua complexidade, a equac¢ao de Friedmann (2.24), quando ex-
pressa em termos dos parametros de densidade, dificulta a obtencao de solugoes explicitas
para o fator a(t). Nesta subsegao, analisaremos casos especiais que fornecem possiveis so-
lugoes. Como veremos, muitas dessas solucoes sao boas aproximagoes para determinados
periodos da evolugdo do nosso Universo (Baumann, 2022).

Considere um universo plano (k = 0) contendo apenas um componente. Como as
diferentes densidades de energia evoluem de maneira distinta — matéria (a=2), radiacio
(a™*) e energia do vacuo (a°) —, isso implica que, ao longo da histéria do Universo, houve
eras dominadas sucessivamente por cada um desses componentes: primeiro radiagao, de-

pois matéria e, por fim, energia do vacuo (veja Fig. 2) (Baumann, 2022).

Figura 2 — Evolugao das densidades de energia no Universo. Vemos que existem periodos
onde um componente domina: primeiro a radiagao, depois a matéria e,
finalmente, a energia escura. Ha dois periodos de equiparti¢do: a,.,, da
transicao entre radiagdo e matéria e a,,A, da transicao de matéria e constante
cosmologica (Baumann, 2022).
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Para solucionar a equacao de Friedmann, parametrizamos esses componentes pela
equacao de estado w; e posteriormente descobrimos o comportamento do fator de escala
para cada era. Assim, dada a equagao que considera a constante A, temos

8t kA
3

H*=—p——+

2.25

e estudaremos matéria e radiagao com condigoes iniciais diferentes da constante cosmolo-
gica.
Iniciamos estudando matéria ou radiacao, assumindo k = 0 e A = 0. Pela equacao

3(1+wi

de continuidade, sabemos p; = ppa~ ), onde w; = P/p; é a equacdo de estado para

1 =m ou i = r. Desta forma,

H2 e Di ,Oi,ofl_s(Hwi)
= = H? = H}

2 2 :0 0 )
HO 3H0 Perit,0 Perit,0

dai
H2 _ HOQQZ'G_?’(l—HUi).

Reescrevemos executando a raiz quadrada de ambos os lados da igualdade,

(9) = \/ H2Qua30+w) = Hyv/Qua 2w,
a

Aplicamos a condicao de Big Bang na equacao acima e obtemos os seguintes resultados

(conforme Apéndice B)
2
t 1+w,;
a(t) = (—) S (2.26)
lo

Especificando w para a era da radiagdo (ER) w = 1/3 e para era da matéria (EM) w = 0,

temos
t/2 ER,
a(t) o«
t2/3  EM.
Determinamos a (¢) na era dominada pela constante cosmologica (A) ao escolher
entre as condigdes p = Kk =0, A # 0oup = py =cte, k= A =0 para inser¢ao na

Eq. (2.25). Optamos pela segunda opgao. Consequentemente, a equagao correspondente
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a constante cosmologica serd (vide Apéndice B):

a(t) = efoviat,

Podemos encontrar uma relacao entre a constante de Hubble e a idade do Universo fazendo

Cd (NP 2 e N A e 2 (0
“T to 3\t dt \ t, 3 ’

para posteriormente manipular algebricamente e obter

2
o3t
ou
H=2.
3t
Em t = 1y, temos
2
Hy=—.
* 7 3t
Com o valor observado da constante de Hubble Hy ~ 70kms~'Mpc~! calculamos
a seguinte idade para o Universo:
o= 2Hy =2 L (3,086 x 10"km) s ~ 2,94 x 10'7 (3,157 x 1077) anos &~ 9 x 10%anos
737 T 370km V7 ’ ’ ‘

Esse é o famoso problema de idade: a idade para um Universo puramente repleto
de matéria ¢ menor do que a idade das estrelas mais velhas ja observadas (Baumann,
2022).

Os resultados acima também sao validos para um Universo desprovido de matéria,
contendo apenas o termo de curvatura. A dependéncia da curvatura com a escala a2
sugere a definigdo de w, = —1/3. Na auséncia de outras contribui¢oes de fluidos, a equagao
de Friedmann permite solu¢ao apenas para k = —1, pois valores diferentes resultariam

em uma funcao de Hubble imaginaria, o que nao é fisicamente admissivel. Neste caso,

aplicamos w = —1/3 na Eq. (2.26):

-7 (2
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e este ¢ o chamado de Universo Milne.

A solucao para a constante cosmoldgica, wy = —1, é conhecida como espago de
Sitter. Esta é uma boa aproximacao para a evolucao do Universo em um passado muito
distante e no futuro longinquo (Baumann, 2022).

Este capitulo teve como objetivo apresentar, de forma breve, o background da
cosmologia moderna. O MPC possui bases solidas, mas também apresenta algumas limi-
tagoes. No proximo capitulo, exploraremos essas limitagoes e discutiremos uma possivel

solucao.
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3 INFLACAO COSMICA

As caracteristicas fundamentais do universo que observamos exigem que 0 mesmo
tenha condigoes iniciais peculiares e muito bem ajustadas para que a homogeneidade
e isotropia acontecam em largas escalas e a planura domine as fatias espaciais. Estas
condigoes sao impostas manualmente pelos cosmoélogos na construgao do MCP, a fim
de obter os resultados que as observagoes sugerem. A evolugao temporal do sistema é
descrito pelas lei de gravidade e dindmica dos fluidos (Baumann, 2022). Neste capitulo,
mostramos como a inflagao - um periodo inicial de expansao acelerada exponencialmente
- impulsiona a evolugao do Universo & diregao que conhecemos.

A suavidade do Universo primordial pode ser compreendida ao considerarmos uma
distribuicao de matéria homogénea e isotropica. Ao retrocedermos na linha do tempo
do Universo, chegamos a um ponto onde nao é possivel observar além da RCF. Nesse
estagio, grande parte do Universo aparenta nao ter tido contato causal, pois a luz nao
conseguiu percorrer a distancia entre os eventos dentro do intervalo de tempo permitido
pela velocidade da luz. A priori, nao ha motivacao dindmica que explique por que regioes
causalmente desconectadas contenham propriedades fisicas semelhantes, por exemplo, o
equilibrio térmico. Este problema de homogeneidade é chamado de problema de hori-
zonte (Baumann, 2022).

Rigorosamente, é necessario caracterizar as velocidades em cada ponto do espago
e inclui-las nas condicoes iniciais de forma detalhada, uma vez que, para o Universo per-
manecer homogéneo em tempos posteriores, tais velocidades iniciais precisam de valores
deveras precisos. Caso haja alguma irregularidade nas velocidades, existem duas possibi-
lidades de evolugao: para menos, o Universo entra em colapso em uma fragao de segundo;
ou para mais, o Universo se expande rapidamente, tornando-se quase vazio. Ou seja, é
necessario um ajuste preciso nas velocidades para evitar cenarios extremos. Além disso,
outra questao importante no contexto do MCP é que essas velocidades precisam ser ajus-
tadas em regides do espago que estao casualmente desconectadas. Esses pontos trazem
a tona o problema da planura, que esta relacionado a curvatura espacial do Universo.
A curvatura local de uma regiao é determinada pela soma das energias potenciais e ciné-
ticas especificas dessa area. Esse problema busca explicar por que a curvatura espacial

observada ¢ tao proxima de zero (Baumann, 2022).
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Vale destacar que, além dos problemas mencionados, o Universo em escalas pe-
quenas nao é homogéneo, apresentando flutuagoes na distribui¢cao de matéria que nao sao
aleatorias e exibem correlacoes em grandes distancias. Um exemplo disso sao as correla-
¢oes de temperatura observadas na RCF. Como essas correlagoes poderiam ser explicadas
em escalas do super-horizonte'® (Baumann, 2022)?

Neste capitulo, sera abordada a teoria fundamental da inflacao cosmica. Uma das
caracteristicas notaveis da inflagao é o seu mecanismo intrinseco para gerar as flutuacoes
primordiais de densidade. Flutuagoes quanticas sao amplificadas pela rapida expansao
inflacionaria, tornando-se as sementes para a formacao da grande estrutura do Universo.

O problema de causalidade discutido anteriormente sugere a existéncia de uma
fase primordial, anterior ao chamado periodo de reaquecimento, na qual a homogeneidade
do Universo e suas flutuagoes correlacionadas se formaram. A seguir, serao analisadas
as condigoes necessérias para que esse periodo inicial resolva as questoes associadas ao

modelo convencional do Big Bang na cosmologia.

3.1 Esfera de Hubble Contraindo

A distancia méaxima que a luz pode percorrer devido a sua velocidade limitada
estéd diretamente relacionada a regiao do espago que é causalmente conectada. Analisa-
mos como essa regiao pode ser descrita matematicamente em coordenadas comoveis, que
por sua vez sao fungoes do tempo conforme, definido por dn = dt/a. Nesse regime, as
geodésicas nulas podem ser aproximadas como linhas retas, o que permite estabelecer
uma relagao entre a diferenca no tempo conforme e a diferenca nas distancias entre dois
pontos.

Estudamos as condicoes iniciais necessarias para os ajustes previamente discutidos
ao avaliarmos o modelo do Big Bang, com inicio na singularidade,'* onde ¢; = 0. Um
observador no tempo t, situado a uma distancia temporal, At = ¢t — t;, do momento

da singularidade, pode caracterizar o horizonte de particulas'® (comével) dj, (). Nessa

130 super-horizonte caracteriza a regido que ultrapassou o horizonte causal.

14 A singularidade do Big Bang é um momento no tempo, ndo um ponto no espaco. Na verdade, nas
Fig. 3 e 4 ha a representacao da singularidade por uma hipersuperficie espacial estendida (Baumann,
2022).

50 conceito de horizonte de particulas refere-se 4 maior distancia que um observador pode alcancar



34

distancia temporal,'® os fétons viajaram a velocidade ¢ e carregam consigo informacoes

dos primeiros momentos do universo (Baumann, 2022). Matematicamente, temos:

dp, (1) Zn—mz/t %. (3.1)

i

No Big Bang, assumimos que 7; = 0, e o horizonte de particulas coméveis pode ser
reduzido ao tempo conforme. O tamanho do horizonte no tempo 7 pode ser visualizado
pela intersecao do cone de luz'” no passado de um observador & com a superficie spacelike
em 7; (Baumann, 2022). As influéncias causais devem vir de dentro dessa regiao, como

ilustrado na Fig. 4.

Figura 3 — Nesta figura temos a ilustracao de um diagrama de espago-tempo que descreve
os conceitos de horizontes cosmolégicos. O horizonte de particulas define a
distancia maxima de onde um observador pode receber sinais tais quais devem
estar contidos no cone de luz do passado do observador. Por outro lado, o
horizonte de eventos é a distancia méxima que o observador pode alcangar
enviando sinais no futuro (Baumann, 2022).

linha de mundo

nt s

horizonte de eventos = "

no

’
7 cone deluz
.
4
ni

Fonte: Adaptado de Baumann (2022).

singularidade

com sinais (fotons, por exemplo) que viajaram a velocidade da luz desde um evento no passado.

16 A distancia com que esses fotons viajaram (o horizonte de particulas) ndo é diretamente uma "dis-
tancia temporal", mas sim uma distancia fisica comovente, que depende do tempo e da expansao do
universo.

170s fotons percorrem world lines (linhas de mundo) com tempo préprio zero, ds?> = 0, e isto ca-
racteriza geodésicas nulas. Particulas massivas viajam ao longo das linhas do mundo com tempo real
proprio, ds? > 0, chamadas geodésicas timelike. Regides causalmente desconectadas no espaco-tempo sao
separadas por intervalos spacelike, ds?> < 0. O conjunto de todas as geodésicas nulas que passam por um
determinado ponto (ou evento) no espago-tempo é chamado de cone de luz. O interior do cone de luz
define a regiao do espago-tempo causalmente relacionada a esse evento (Baumann, 2012).
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Os sinais vindos de fora desta regiao teriam que viajar mais rapido que a velocidade
da luz para chegar a ¢. Ademais, podemos também analisar o comportamento da teoria

do Big Bang padrao na Fig. 4 (Baumann, 2022). Em 7; = 0, a singularidade é fixada, e na

8

recombinacao'® ocorreria uma superficie de tltimo espalhamento, onde regioes causais se

formariam de maneira circular, sem apresentar intersecao. Esse fendémeno caracterizaria

o problema do horizonte na cosmologia.

Figura 4 — Diagramas conforme a cosmologia do Big Bang para a descrigao do problema
do horizonte. Na ilustragao a esquerda, vemos duas regioces laranjas separadas
em 7yec, OU seja, no tempo da recombinacao. Elas sao observadas em equilibrio
térmico hoje, isto é, em 7y. Na imagem a direita, vemos a superficie da tltima
dispersdo (recombinacio), que consiste em 10° regides causalmente
desconectadas.

Tempo Conforme

A

no
Cone de Luz Passado
Superficie de Ultimo Espalhamento
Recombinacao
Mrec
n=0 : - - " -
Singularidade do Big Bang Horizonte de
Particulas

Fonte: Adaptado de Baumann (2012).

A Eq. (3.1) pode ser escrita da seguinte forma esclarecedora:

dy, (n) —/t. % —/lna(aH)_ldlna (3.2)

na;

onde a; = 0 corresponde a singularidade do Big Bang.
A estrutura causal do espaco-tempo esta, portanto, relacionado & evolugao do raio
comével de Hubble, (aH)™'. Quando estamos tratando de fontes de matéria comum,

o raio comovel de Hubble ¢ uma fungao crescente do tempo (Baumann, 2022).

18 A recombinacdo foi um ponto de transicio fundamental, onde o universo deixou de ser opaco e
passou a ser transparente a radiagao, permitindo a formagao dos primeiros atomos e liberando a radiagao
que podemos observar até hoje como a RCF (Ryden, 2016).
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O entendimento do raio comoével de Hubble crescendo introduz o problema de
horizonte e de planura. Dito isso, a solugao simples para esses problemas seria conjecturar

uma fase decrescente para o raio de Hubble! no Universo primordial

%( H)™' <o0| (3.3)

A esfera de Hubble cada vez menor é a definicdo fundamental da inflagao, uma
vez que relaciona-se mais diretamente com o problema do horizonte e é também uma
caracteristica fundamental do mecanismo inflacionario para gerar flutuagoes (Baumann,
2022). Usando aH = a, mostra-se que (3.3) é o mesmo que @ > 0 (um periodo de expansao
acelerada). Esta conclusao matemaética leva a inflagao e se ela dura tempo o suficiente,
entao os problemas de horizonte e planura podem ser evitados.

O comportamento decrescente do raio de Hubble também explica como as flutu-
acoes de densidade observadas na RCF podem ser correlacionadas em escalas do super-
horizonte (Baumann, 2022). Para ilustrar, veja a Fig. 5, que mostra uma escala comovel
A fixa em relacao ao raio de Hubble (aiHi)_l. Se a inflacao durar tempo suficiente, a
flutuacao arbitraria A comeca a sua evolucao dentro do horizonte de particulas (aoHo)_l,
ou seja, no sub-horizonte, onde os processos causais podem gerar correlagoes nao triviais,
essenciais para a formagao das estruturas em larga escala. Conforme o Universo passa
por e-folds, a flutuagao transiciona para super-horizonte; no entanto, é previsto que even-
tualmente ela retorne ao regime de sub-horizonte, como observado na Fig. 5, e, depois

disso, tal flutuacdo pode passar por processo de colapso gravitacional (Baumann, 2022).

90 raio de Hubble e o horizonte de particulas estdo ambos relacionados & causalidade, mas com
significados distintos. O raio de Hubble, (¢ H )_17 representa a distancia maxima que as particulas podem
percorrer durante a expansao do Universo, sendo associado ao tempo H !, que é o tempo necessario para
o fator de escala dobrar. Particulas separadas por distdncias maiores que o raio de Hubble ndo podem
se comunicar agora. Ja o horizonte de particulas se refere a uma distancia maior que as particulas nunca
poderiam ter percorrido e, portanto, nunca teriam se comunicado. A inflagao amplia o horizonte das
particulas para que ele seja muito maior que o raio de Hubble, permitindo que as particulas estivessem
em contato causal no inicio do Universo, o que explica as correlagdes no super-horizonte e o equilibrio
térmico observado na RCF (Baumann, 2022).
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Figura 5 — Ilustragdo da maneira como a inflagao resolve o problema das correlagoes do
super-horizonte. E mostrado uma flutuacio representativa A que parece estar
fora do horizonte quando o RCF foi criada, mas estava dentro do horizonte
causal durante a inflacdo (Baumann, 2022).

escalas

(“.I'H.f)_l

! o (apHp)
A

sub-horizonte super-horizonte

=¥

- %

RCF hoje

* tempo

Inflagdo Big Bang Quente —————

Fonte: Adaptado de Baumann (2022).

3.2 A fisica da inflagao

Na secao anterior, concluimos a condicao béasica para que os problemas de horizonte
e de planura possam ser evitados por meio do periodo de expansao acelerada. Agora,
introduzimos um mecanismo fisico que da origem a essa restricao.

No mecanismo inflacionario, quantidades fisicas como o campo inflaton ¢, a taxa
de expansao H, a densidade de energia p devem variar lentamente, garantindo uma fase
sustentada de expansao quase exponencial, em contraste com a rapida expansao do espaco.
(Baumann, 2022). Este ponto ¢ ilustrado quando escrevemos a derivada temporal do raio

de Hubble comodvel como
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onde introduzimos o parametro de slow-roll

H din H
E=—— = —

H? dN

(3.4)

com dN = dlna = Hdt.

E possivel associar o raio de Hubble cada vez menor, 0, (aH )_1 < 0,ae <1,
conforme os céalculos apresentados acima. A quase invariancia de escala das flutuacoes
observadas na RCF exige que ¢ < 1. Ademais, a inflagado deve durar tempo suficiente
(geralmente pelo menos 40 a 60 e-folds), o que requer que £ permanega pequeno por
um namero grande o suficiente de tempos de Hubble (Baumann, 2022). Esta condigao é

medida por um segundo parametro de slow-roll

_dlne 1dlme 11lde ¢ (3.5)
"=TUN TH 4t  Hedt He '

Para |n| < 1, a variacdo fracionaria de € por e-fold é pequena e a inflagdo persiste.
3.3 Dinamica do Campo Escalar

Os modelos mais simples de inflagdo descrevem sua dindmica em termos da evo-
lugao de um campo escalar,?® ¢ (t), denominado inflaton. Cada valor desse campo esta

associado uma densidade de energia potencial, V (¢) (ver Fig. 6).

Figura 6 — Exemplo de potencial de slow-roll. O campo escalar inflaton esta representado
pela bola. A inflacdo ocorre na parte sombreada do potencial; no poco de
potencial, ha o reaquecimento do Universo, onde as particulas do modelo
padrao sao formadas

V(o)

\/

o
Fonte: Ref. (Baumann, 2022).

200 campo escalar é um invariante sob transformacoes de Lorentz.
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Quando o campo varia no tempo, ele carrega uma densidade de energia cinética
dada por %ng Quando a energia associada ao campo escalar domina o Universo, entao o
background FLRW entra em vigor (Baumann, 2022). O objetivo dessa segao é determinar
as condigoes sob as quais esse regime leva a uma expansao inflacionaria.

A agdo do campo escalar envolve uma parte cinética e outra potencial (Ryder

(2009)), como descrito a seguir:

5= [dty=g |- 30" ,0%.0 -V 0)]. 36)

A equacao de movimento que descreve a dindmica pode ser derivada pela variacao
da acao em relacao ao campo escalar ¢, com a condi¢cao de que essa variagao seja igual
a zero, o que configura o Principio da Minima Acao (PMA). Alteramos V,, — d,,, pois o

operador nabla atua sobre o campo escalar ¢ (¢).2! Dito isso,

5= / /=g [—%g‘“’@uqﬁaﬂb _y <¢)} | (3.7)

Agora podemos variar a acao (3.6)

55
5

ov

0,8 =
¢ 9

d*z\/—g [——g’“’ (040990, ¢ + 0,00,040) — (5&5} (3.8)

Notamos que os termos que estao dentro dos parénteses possuem um vinculo com a regra

do produto da seguinte forma

00990, ¢ = 0, (0500,0) — 6560,0,¢ (3.9)

8M¢8V5¢¢ =0, (5¢¢8M¢) - 5¢¢auau¢> (310)
por isso podemos substituir as Egs. (3.9) e (3.10) em (3.8):

a5

oV
- dw—{a" 0,6856 — £ 190, (5,60,6) + g0, (5,00,0)] - w}

99

onde renomeamos os indices no tltimo termo, fazendo y — v. Dai, lembramos que o

2LA expressdo para o inflaton ¢ = ¢ (t) significa que o campo escalar ¢ depende apenas do tempo e
nao das coordenadas espaciais, ou seja, o campo é homogéneo no espago.
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tensor métrico é simétrico e fazemos

05

5o d' [\/_ <8V ”¢__) dsp — v/=g0" (0500,9) | -

99

Aplicamos novamente uma regra do produto com o objetivo de identificar um termo de
superficie:

0" (V=90500,0) = 8" (V=9) (0500,0) + /—g0" (3560, 0),

isolamos o ultimo termo e substituimos na variacao da agao

68

= [ate|v=a (900 50) b0 - 0 (VEa0,00.0) 42 (V=) G,00.0)|.

(3.11)

9¢

Munidos do resultado (A.22)%

1
F’l)iu = —/_—g 8)\ \/__7

o escrevemos da seguinte forma
u)\a)\\/— . \/—gy/\l—\u — (\/—> _ \/_—ggu)\r;;u.

e substituimos esse resultado no tdltimo termo da Eq. (3.11), além disso também distri-

buimos a integral, veja:

6S
o6

ov

tov/=3 (0,0 + 04,00 - 5

)5¢¢ / d*z0” (v/ =900, 0) .

Definimos W, = \/—g04¢0, ¢, e, pelo Teorema de Gauss, observamos a relagao do

termo de superficie com o hipervolume:

/d4x8” (\/—g5¢¢&,¢) = / d*z0" W, = dPxn*W, = Pz (n”\/—g&,gzﬁ) 040,
Q

o0 o0

onde 2 é o termo volumétrico, 02 o termo de superficie e n” o vetor normal unitario

exterior. Note que d,¢ = 0 na superficie tridimensional. Portanto, esse termo de superficie

22Resultado encontrado no Apéndice A.
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pode ser desprezado, e assim, podemos escrever

5¢ d4:13\/_<8y Lo+ QW\F&“&/¢ By ) 0
_ /d4x\/—_g<3yau¢ +T%,00 — g‘;) Op -

Sabemos que:
VoV =V, (0°0) = 0,00 +T0,0°¢ = 80,0 + I'5,0*¢ = 00,6 + I, ,0*0,

e, desta forma, podemos finalmente fazer a substituicao

08

. D)%
= da:\/_(VV >5¢¢

99
Estamos em uma integracao de volume, por isso d4¢ # 0. Com base nessa argu-

mentacao, o termo dentro do parénteses deve ser igual a zero para que a variagao da agao

satisfaca o PMA. Dito isso

ov

v av v
VA =0= V., V=7

-9

onde 1 = V,V”. Portanto, obtemos a equagao de Klein-Gordon

(3.12)

Para especificar a equacao de movimento na métrica que descreve a cosmologia
padrao, aplicamos a definicao de derivada covariante atuando sobre o campo escalar e, em
seguida, expandimos o simbolo de Christoffel em suas componentes temporais e espaciais,

veja:

Vo V6 = 070,06+ T4,0°0 = 0°006 + 0'0ip + T3,0"0 + T3,0™0
= %000 + 00,0 + T'000°¢ + T0'¢ + I,0° + I'1,0¢.

Expandimos os simbolos que possuem somente uma componente temporal, pois segundo

a Ref. (Carroll, 2019) temos ciéncia de que T'j, e I'Y, sao iguais a zero.?® Dai, usando o

23No Apéndice B, demonstramos um exemplo deste resultado retornando zero. Resultado obtido na
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fato de que ¢ = ¢ (t) temos
Vi,V = "0 + 00 + T500"6 + 06 + Féjﬁogb + szﬁiqﬁ,

Assim, s6 nos resta

V., V¢ = "0y + I3,0. (3.13)

Com os resultados (B.4), (B.5) e (B.6) - obtidos no Apéndice B - para ['};,['Z, e
'3, concluimos

. Q-
V.V =—¢ —3—0.
a
Agora, podemos retornar na equagao de Klein-Gordon (3.12) para um espago-
tempo curvo e substituimos o resultado obtido acima, veja

a, oV

. ov
—¢—3_¢= 9%

-

= 0+3-0=——.
¢ agzﬁ 19J0)

Conhecendo a funcao de Hubble H = %, temos a equacao de movimento?* para o campo

escalar ¢

b+ 3Hp = —Z—‘;, (3.14)

onde 3H¢ é o termo conhecido como friccdo de Hubble. Esta friccio tem papel crucial
na dinamica inflacionéria, pois atua como um termo de dissipacao que modula a evolu¢ao
do campo escalar ¢ durante a inflacao. Desta forma, garante que o campo escalar evolua
de maneira controlada e suave, permitindo a expansao acelerada do Universo e a resolucao
dos problemas cosmologicos (Linde, 2004, 2007).

Assumindo que este campo escalar domina o Universo, podemos determinar seu
efeito na expansao. As equacoes de Friedmann podem ser utilizadas ap6s determinarmos
a densidade de energia e a pressao associadas a ¢. Dada a forma da ac¢do na Eq. (3.7), é
natural supor que a densidade de energia é a soma da densidade da energia cinética com

o potencial do campo escalar, ou seja, o Hamiltoniano

po= 34V (9). (3.15)

Eq. (B.3).
24Uma maneira mais minuciosa de demonstrar a equacdo de Klein-Gordon no contexto cosmolégico
serd abordada no Apéndice B.
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1

a4 = ~ 2 172 _ 2 _
Isso determinara a taxa de expansao, pois 3Mp H* = py, sendo My = o=

a massa
de Planck. Esta igualdade é derivada da equagao de Friedmann (2.20) com x = 0. Ao

calcular a derivada temporal da densidade de energia na Eq. (3.15), temos

. OV . ! .
o (4 253) - 5+ )5

Utilizando o resultado da Eq. (3.14) escrevemos

po = (~3H$) 6 = —3HE"
Comparando esse resultado com a equagao de continuidade (2.11)
po = —3H (ps + Fs) (3.16)

inferimos que

—3H¢? = —3H (py + Py) = ¢* = py + P (3.17)

Substituindo (3.15) em Eq. (3.17), temos que a pressao induzida pelo campo sera:

&:%&—VWX (3.18)

Essa pressao determinara a aceleracao de expansao vinculada & equacao de Raychaudhuri
(2.21), @ < — (pgy + 3P,). Note, entretanto, que, caso a energia cinética da inflagdo seja

muito menor do que a energia potencial, entao
Py~ py. (3.19)

conforme a proporcionalidade entre a densidade p e V' mostrada em (3.15). Isto ¢, o po-
tencial inflacionario atua temporariamente como uma constante cosmologica, promovendo

um periodo de expansao exponencial.
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3.4 Inflagao Slow-Roll

Durante o periodo de inflagao slow-roll, o campo escalar ¢ evolui muito lentamente
em relacao a sua energia potencial, o que resulta em uma expansao acelerada do Universo,
apesar de o intervalo de tempo ser muito curto. Esse modelo ¢ amplamente utilizado para
explicar os primeiros momentos do Universo, logo apds o Big Bang. A dindmica durante

a inflacao ¢ determinada por uma combinacdo entre a equacao de Friedmann?

1

H?> = —
3M2,

EQ‘SQ + V] : (3.20)

e a equagao de Klein-Gordon (3.14). Nesta se¢ao, vamos determinar os resultados gerados

pelos acoplamentos dessas duas equacoes.
3.4.1 Um campo rolando lentamente

Iniciamos a subsegao notando que as Eqs. (3.20) e (3.14) podem ser acopladas em

uma expressao para evolucao do parametro de Hubble. Assim, fazemos

d, o, 1 (1ld§® av .1 (.. dV
E(H) = —3M1§1 (5@ +%) — 2HH = —3MP2)1 (¢¢+E) (3.21)

Com equagao de movimento (3.14) obtemos a variagao temporal do potencial V', veja

. N v .. .
O = ($+309) D = T = by aH

Munidos deste resultado, substituimos na Eq. (3.21) e obtemos, finalmente, a variagao

temporal do parametro de Hubble

: 1 2
H=->"_ (3.22)
2
2 Mg,
25Para um modelo de universo isotrépico e homogéneo, a Eq. (2.20) pode ser escrita como H? = % P

para £ = 0. Sabendo que M3, = ﬁ e p é a Eq. (3.15), entdo concluimos a Eq. (3.20).
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Fazendo a razao entre a Eq. (3.22) e Eq.(3.20) obtemos

gz'52
£ = —>. 3.23
YN, (3:23)
A solugao teorica para os problemas do MCP ocorre quando a densidade de energia
cinética, %gﬁ?, tem uma contribuicao pequena para a densidade de energia total, pgy =
%gz'ﬁz + V. Esta situacao é conhecida como inflagao slow-roll. O comportamento slow-
roll se mantém enquanto a acelera¢do do campo escalar também for pequena (Baumann,
2022). Aqui, definimos uma acelera¢ao adimensional em termos do tempo de Hubble
s=_2 (3.24)
H¢
para configurar essa baixa aceleracao. Quando 0 é pequeno, o termo de friccdo em
Eq.(3.14) domina, e a velocidade do inflaton é determinada pela inclina¢ao do potencial.
Ademais, enquanto ¢ for pequeno, a energia cinética do inflaton permanece subdominante,

e a expansao inflacionaria continua (Baumann, 2022). Confirmamos esse argumento ao

efetuar a derivada temporal da Eq. (3.23)

200 4 32 (-2) H3H] _ L (ﬁ - ¢2H> ,

dt  2MZdt |H?|  2ME

de 1 d [¢2] 1
H2

e entao substituimos no segundo parametro de slow-roll dado pela Eq. (3.5)

H? H3

e 2MZH? 1 <¢é @%?)__2H’<¢é é%i)
— T o1 A2 o H2 H?) )

"THeT T pH MR I

Isto mostra que {¢,|0|} < 1 implica em {g,|n|} < 1. Essas sao as condi¢oes que

portanto

levam as Eqgs. (3.20) e (3.14) a inflagdo. Se a velocidade e a acelera¢ao do campo inflaton

sao ambas pequenas, entao a expansao inflacionaria durara por muito tempo (Baumann,

2022).
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3.4.2 Aproximacao slow-roll

Até agora notamos que em um regime onde {¢,|0|} < 1, a inflagdo ocorre e persiste.
A seguir, utilizaremos essas condigbes para simplificar a equac¢do de movimento (3.14) e
a equacao de Friedmann (3.20). Isto é chamado de aproximagao slow-roll.

Primeiro, notamos que a condicao de slow-roll q'bQ < V impode que € < 1. Assim,

héa a seguinte simplifica¢do para a Eq. (3.20),

v

H?>~ —.
3ME

(3.25)

Na aproximacao slow-roll, a taxa da expansao de Hubble ¢ determinada pelo potencial V.

Simplificamos a Eq. (3.14) através da condigao |§] < 1

av

3HbO ~ ——
¢ e

(3.26)

pois § o ¢ Isto possibilita uma relacao simples entre a inclinagao do potencial e a
velocidade do campo escalar (Baumann, 2022). Desta forma, substituimos estas duas

aproximagoes na Eq. (3.23) e teremos

1 @ 1 dV LN'3ME 3 (dVN'[ 1
“Tonzm T oz \ desm) v T av\ds) \omz)

daf substituindo H? mais uma vez

1 23M2, M2 /1 2
£ — AV " My, ~ M Ldv . (3.27)
6V \do) V 2 \Vdo

No contexto da aproximacao slow-roll estudamos o parametro 9, definida na Eq.

(3.24), quando tomamos a derivada temporal da Eq. (3.26), veja

d . d [dV . . &2V .
= <3H¢> == <%> — 3Hd +3Hd = ~

Este resultado permite escrever

3H¢  3H¢ 2V . 1 H ¢ 1 d*v

3H2)  3H2)  d¢? ¢3H2¢ B " H§  3H?d¢?
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entao substituimos a aproximacao feita na equacao de Friedmann e obtemos

H ¢ d?VgMglz> 6 H MV

By AR 3wy HE OV dg
portanto notamos que
M3, d*V
S4+ern 2
TERE Y 4

Assim, através dos parametros de potencial slow-roll

2 M3, d?V
14V - Pz

podemos concluir se o potencial associado possibilita a inflacao. Uma inflagao bem suce-
dida ocorre quando estes parametros sao €y ,ny < 1. Buscamos encontrar a relagao entre

€ e ey, para isso precisamos obter V' quando o isolamos na Eq. (3.20), veja
29172 Lo
H3Mpy — 59" =V,

A condigao ¢ < 1 aplicada a Eq. (3.4), aproximar o potencial como V &~ H?3M3,.

Ademais, como estamos no regime de slow-roll, podemos considerar ¢ — 0, de modo que

3H¢ ~ —V'. Com estes resultados calculamos

_ g [(349)
VT T | THEBM,

2

assim
gbZ

V' omg

O lado direito dessa equacao é precisamente a Eq. (3.23) para €. Logo,
Ey N E.

Além disso, queremos saber o nimero total de e-folds da expansao acelerada em

um regime de aproximagao slow-roll. Por isso, executamos os seguintes passos

¢6H

Qe te
Nt = / dlna = / H(t)dt = —do,
a; t; ¢7, ¢
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onde t; e t. s@o os tempos definidos quando ¢ (t;) = €(t.) = 1, ja4 que neste cendrio a
condigao de slow-roll ja nao se aplica mais. Além disso, podemos usar a expressao (3.23)
para escrever o |

2ey =~ HQ—]\/[PQ)I = ¢ ~ HMp\/2¢y.

Consequentemente:

1 |dgl
Ny 1aet 3.29
ot /¢1 V2ey Mpy (3:29)

onde ¢; e ¢, sao os valores do campo nos limites do intervalo onde e, = 1. O valor absoluto

em torno da medida de integragao na Eq. (3.29) indica que devemos escolher o sinal geral
da integral de tal forma que Ny > 0, pois no regime de slow-roll o campo vem de valores
maiores e tende para valores menores (Baumann, 2022). Uma solugao para o problema do
horizonte requer 50 < Ny < 60 (Ade et al., 2021; German; Gonzalez; Colorado, 2023),
conforme observagoes cosmologicas, o que fornece uma importante restricao em modelos

inflacionérios bem-sucedidos.

3.4.3 Estudo de caso: Inflagao quadratica

Como exemplo, vamos analisar o modelo de inflacao provavelmente mais simples e
exemplo de potencial ad hoc: a inflacdo de campo tinico impulsionada por um termo de

massa

Este modelo é descartado pelas observagoes da RCF (Baumann, 2022). As confi-
guragoes de slow-roll para este potencial sao calculados adiante. Precisamos da primeira

e da segunda derivada do potencial V' em relacao a ¢. Assim, fazemos

b1 _ 2 ,_dv
V—2m (2¢) = m°¢p, sendo V_d¢

2
V"=m? onde V'= ﬂ

d¢?
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De imediato, calculamos os parametros ey e ny conforme a Eq. (3.28) e concluimos

Mp\
EV(g) = NMV(p) = 2 (7) : (3.30)

O final da inflacao acontece quando ey (4,) = 1. Substituimos este resultado na
equagcao acima e consideramos valores transplanckianakianos, isto é ¢ > Mp;, para con-

cluir

b = V2Mpy. (3.31)

Seja ¢; o valor inicial do campo. A medida que o campo se move de ¢; para ¢, a
e-folds da expansao inflacionaria ¢ (para modelos de large-field)?®
be 1 |d¢| B | dé

Nogy = — 109 20
o 6 V2ev Mp Jy 2ev Mp

entao substituimos (3.30) no resultado acima e obtemos

b

Y

be

o

N /@' 1 do 1 do 1 [ ¢?
o 2 Mpy - Mp, | Mp “omz \ 2
. /4(%> . 2( ¢> Bl

por conseguinte

1
Nigt = —— (¢7 — ¢?) .
tot 4M1:2>1 (¢z (be)
Mas sabemos da relagao (3.31), entao

2
- 1
Nyp = —4 —
OUTAME 2

J& que estamos em um regime no qual Mﬁ > 1, teremos
Pl

¢2

N (¢) ~ TR (3.32)

26No modelo de large-field o campo inflaton inicia sua trajetéria em grandes valores e evolui para o
minimo localizado na origem ¢ = 0. Caso a evolugio seja transplanckiana, A¢p > Mp), a amplitude das
ondas gravitacionais produzidas durante esse periodo seriam observadas no futuro.



50

Para obter N, > 50, o valor do campo inicial deve satisfazer
¢i > 2v50Mp) ~ 14Mp.

Isso realmente mostra que o campo escalar executa uma excursao no regime de
energia maior que Mp), o qual é chamado de regime transplanckiano. Estudamos mais
profundamente esse modelo inflacionario quando analisamos também outros dois parame-
tros fundamentais na cosmologia, mencionados a seguir.

O tilt escalar e a razao tensorial-escalar sao parametros essenciais na caracterizagao
das perturbacgoes primordiais geradas durante a inflacao cosmica. Eles estao relacionados
as propriedades do espectro de poténcia dessas perturbacgoes, que podem ser detectadas
através de observacoes da RCF e de grandes estruturas no Universo. Descrevemos a seguir

brevemente os seus comportamentos.

e O tilt escalar ny descreve o desvio do espectro de poténcia das perturbacoes esca-
lares (flutuagoes de densidade) em relagdo a um espectro exatamente plano (escala

invariante). Tem como defini¢do matematica’
Py (k) oc k™1

onde Py (k) é o espectro de poténcia das perturbagoes escalares e k é o namero
de onda. Caso ng = 1 temos um espectro plano e correspondente a invariancia de
escala. Caso ny > 1 entdao o espectro tem mais poténcia em escalas maiores.?® Por
fim, se ny < 1 o comportamento do espectro apresenta mais poténcia em escalas

menores, isto é, em comprimentos de onda da escala mais curtos (Dodelson, 2003;

Liddle; Lyth, 2000).

e A razao tensorial-escalar r quantifica a relacao entre as amplitudes das perturbacoes

tensoriais (ondas gravitacionais primordiais) e escalares e tem como defini¢ao

ﬁ
I
2|2

2"Confira Eq. (8.97) da Ref. (Baumann, 2022).

28Escalas maiores correspondem a estruturas grandes no Universo, como superaglomerados de galxias.
Essas escalas tém valores baixos de k (o ntmero de onda esté relacionado ao inverso do comprimento
da escala k ~ 1/X), ou seja, estdo relacionados & comprimentos de onda mais longos (Dodelson, 2003;
Liddle; Lyth, 2000).
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onde A; é a amplitude tensorial e A; a amplitude escalar. Caso r > 0, entao ha
presencga de ondas gravitacionais primordiais geradas durante a inflacao. Se r = 0,
nenhuma contribuigao detectavel das perturbagoes tensoriais. Os limites atuais para
r sao r < 0,036 (com 95% de confianga, segundo a Ref. (Ade et al., 2021)). Esses
limites fornecem fortes restrigoes aos modelos de inflacao, especialmente aqueles que
preveem maiores amplitudes de ondas gravitacionais (Dodelson, 2003; Liddle; Lyth,

2000).

Neste modelo de inflagao quadratica em questao, podemos estudar o tilt escalar ng e a

razao tensorial-escalar r quando definimos (3.32) para uma escala de referéncia k.2
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4 MODELO DE STAROBINSKY

A titulo de contextualizagdo do modelo de Starobinsky, é necessario comentar
que ele se caracteriza como uma extensao da RG, pois propoe a inclusao de termos de
curvatura de ordem superior ao R, como visto na acao de Einstein-Hilbert, trabalhada
no Apéndice A. A RG, por ser uma teoria nao renormalizavel, nao é convencionalmente
quantizavel. Sabemos que, desde o século passado, ha uma busca incessante para remediar
essa caracteristica da RG. Dentro dessa problematica, a inclusao desses termos ganha
importancia, pois contribui para a renormalizac¢ao (Rodrigues-da-Silva; Bezerra-Sobrinho;
Medeiros, 2022; Stelle, 1977).

Alan Guth, em 1981, propos pela primeira vez a ideia de que o Universo passou
por uma fase de expansao extremamente rapida (inflagdo) nos primeiros momentos apos
o Big Bang e esse mecanismo resolveria os problemas cosmolégicos. O modelo de inflagao
dele era baseado em um campo escalar ad hoc que governaria a expansao do Universo
primordial, antes da evolucao mais lenta e continua que veio apés essa fase acelerada
(Guth, 1980). Um dos primeiros modelos para corre¢ao dos problemas apresentados na
cosmologia padrao, comentados no Capitulo 3, foi escrito por A. Starobinsky em 1983.

Ele considerou a seguinte acao

S = MT‘%‘lfd‘lx\/—_gf (R), onde f(R)=R+ 61;4—22. (4.1)

Ou seja, além do escalar de Ricci convencional mostrado na Eq. (A.28), Staro-
binsky propos a adicao de um escalar de Ricci quadrético a agao, munido de um fator
multiplicativo. Este termo quadratico é uma correcao que se torna relevante em altas
curvaturas do espaco-tempo.

Diferentemente dos modelos de inflagao antiga, o modelo de Starobinsky nao so-
fre do problema de saida elegante - o periodo de expansao acelerada exponencialmente é
seguido pela época de radiagao e depois da era de matéria (Starobinsky, 1984; Vilenkin,
1985). A inflagao de Starobinsky, caracteriza adequadamente as observagoes cosmologicas
atuais a partir de um tdnico parametro livre, também fornece previsoes para observaveis
como o escalar indice espectral ng e a razao tensorial-escalar r (Bezerra-Sobrinho; Medei-

ros, 2023). Por fim, o modelo que escolhemos estudar inicialmente prediz espectros quase
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invariantes de escala de ondas gravitacionais e anisotropias da temperatura consistentes

com a RCF (Mukhanov; Chibisov, 1981; Starobinsky, 1979).
4.1 Multiplicador de Lagrange

E possivel aplicar redefinicoes no campo em uma teoria de campo, com o intuito
de reescrever a agdo ou as equagdes de campo. Para deixar a ac¢do (4.1) com aspecto
semelhante ao frame de EH,** iremos fazer algumas alteracoes algébricas. Assim, con-
sideramos a agao alternativa introduzindo um campo escalar auxiliar y via técnica de
multiplicador de Lagrange
Mg,

5=

/ oG 1f () + (R~ X) fal. (4.2)

onde f, = g—)’z e demostramos adiante sob qual condicao ela retorna a Eq. (4.1). Essa agao
reduz-se a agdo de Starobinsky quando calculamos a variagdo da Eq. (4.2) em relagao ao

campo auxiliar y. Entao, fazemos

@ZM_&/d4$H{5f(X)+5(R—x)6’f(x)+<R_X)%{&f(x)”_

% 2 % % ox ox
Conhecendo
(x) _ 9§
T e
escrevemos
M2 0(R— 0 o [0
M [ oy {20 2B A0 0 0T )

M2 0?

- 7"1 [aev=g [(R—x) 70 o

Sabemos que a maximizacao acontece quando aplicamos o principio de minima

30Em resumo, o frame de Einstein-Hilbert é a estrutura matematica que liga a gravitacdo & geometria
do espaco-tempo, a partir da qual derivam as equagoes de campo de Einstein através da acao relativistica,
as quais governam a dindmica do universo em grandes escalas.
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acgao 65 =0 e dx # 0 em um hipervolume. Isto acontece sob duas hipoteses:

i (B—x) =0
(R—X) f—<2X) =0 se :
Ix Pr00
Ox?
A hipétese Z(QX) = 0 ¢é desprezada, pois esta seria uma simplificacao drastica, por isso
optamos em fazer
R — X = 07
logo
R=x| (4.3)

Sob esta condi¢ao, vemos

S =M [ dte /=g [f () + (x = X) fal = M2 [ d*ey/=gf (R).

como a acao de Starobinsky na Eq. (4.1).
Definimos ¢ = %2 como o multiplicador de Lagrange e substituimos na Eq. (4.2).
Dai, substituindo ¢ temos a agao escrita em termos de  nao acoplada minimamente
M2
5= 28 /d4x\/—_g[f (X (@) + (R =X (@) ¢]
M3 M,

= [aov=s | By + Her- o). (4.4

Esta acao esta escrita no frame de Jordan, que descreve um acoplamento do termo
de curvatura & matéria, ja que temos a multiplicacao de ¢ e R. A seguir, iremos trabalhar

com o potencial nesse frame.
4.2 Frame de Jordan

Nesta secao buscamos caracterizar um potencial no contexto da acao que obtive-
mos na Eq. (4.4). As quantidades geométricas como a curvatura espacial e a evolugao
do Universo sao diretamente interpretéveis neste frame. Além disso, muitas teorias al-

ternativas da gravitacdo, incluindo as teorias de f (R), sdo frequentemente formuladas
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inicialmente no frame de Jordan na literatura cientifica. Trabalhar nesse frame facilita a
conexao com resultados e discussoes existentes (Faraoni; Gunzig; Nardone, 1998; Pearson,
2012; Sotiriou; Faraoni, 2010). Neste quadro, a matéria esta acoplada a métrica, porém o
escalar de Ricci esta explicitamente acoplado & um campo escalar extra (Pearson, 2012).
No nosso caso, é o campo x que esta embutido no multiplicador de Lagrange. E noframe
de Jordan que se estabelece a equivaléncia entre teorias escalares-tensoriais (como, por
exemplo, a teoria de Brans-Dicke) e modelos de gravidade modificada (incluindo as teorias
f (R) abarcando o modelo de Starobinsky). Definimos o potencial U para este frame a

partir de dois termos no colchetes de (4.4):

Ulp) = ——[ex () — f(x(¥)] (4.5)

Assim, temos a acao de f (R) (4.4) no frame de Jordan, em que ¢ acopla-se nao

minimamente com R na integral de agao escrita em termos do potencial

M2
S = /d4x\/—g |:TPIQOR - U(go)] . (4.6)
Agora, podemos calcular quem seja ¢ = f, = g—){, quando aplicamos a condi¢ao
R =y
of (R 0 0 2 2
o f(R) _of(0) _ 9 PR G RO G G
195% ox ox 6M? 6.M? 3M?

Isolamos x para termos um vinculo com ¢ e posteriormente calcular U (¢). Entao,
X=3M?(p—1). (4.7)

Portanto, deixamos a fungao f escrita em termos do multiplicador ¢

2 2 2
_ XY\ a2 [BM* (¢ —1)]
f= (X+ 6M2) =3M"(p—1)+ e (4.8)
j& que depende somente de ¢ temos
3M?
Flp)=3M*(p = 1)+ ——(p—1)".

2
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Dito isto, substituimos em (4.5) as Eqs. (4.7) e (4.8), obtendo:

U(@)=MT§” {¢(¢—1)3M2—(s0—1)3M2—(90—1)

5 3M?
2

M2 1
= TH3M2 {(90— 1)* - 5(90—1)2 ,

pois sabemos da fatoracio 2 — 2z + 1 = (z — 1)°. Finalmente, temos o potencial de

Starobinsky no frame de Jordan

U(p) = MTSIBMZ (o —1)% (4.9)

Podemos notar que a curva comporta-se como uma parabola na ilustragao 7, con-

forme o esperado dado pela Eq. (4.9).

Figura 7 — Potencial de Starobinsky no frame de Jordan versus campo escalar em
unidades de massa de Planck.

Fonte: Autora

4.3 Transformacao conforme e frame de Einstein

Para analisar a dindmica slow-roll do campo escalar ¢, devemos primeiro trazer a
acao S para o frame de Einstein, com o escalar de Ricci acoplado minimamente. Aplicar
essa técnica nos remete diretamente ao frame geométrico observado na acao de EH. Neste

frame, o campo escalar e o escalar de Ricci estdo minimamente acoplados®! e ocorre quando

3lEstar minimamente acoplado implica nio existir termos na forma @R (Pearson, 2012).



57

aplicamos uma transformagao conforme g,, = Q?g,, com 2 apropriado. Efetuamos este

passo para que o escalar de Ricci quadratico fique embutido no campo escalar ¢. Veremos

mais claramente a seguir. Sabemos que o escalar de Ricci pode ser escrito como®?

R= (R 4600w — 6§“”8wa)yw> , (4.10)

onde w = In (2 e o til denota quantidades construidas a partir de g,,. Iniciamos alterando
a acdo da Eq. (4.6). Conhecendo R e a relagdo /—g = Q*/—7 (vide Apéndice C)

fazemos

O (5 o U
/d4x\/ [ 2P1 02 <R+ 60w — 69" 8uw8,,w> — @} . (4.11)

Para vincular com a acao de Einstein-Hilbert, temos que obter o fator multiplica-

tivo 1 ao lado de R, entdo fazemos

portanto

o = 0%, (4.12)

Assim encontramos 2 apropriado e fazemos a substitui¢ao da Eq. (4.12) em (4.11)

e retornarmos a ac¢ao que contém o potencial V', definindo

Vv

v 4.13
. (4.13)

dai

/ d'z\/—§ [ (R + 60w — 6g“”8uwd,w) v (go)] .

Efetuamos a propriedade distributiva

M2

M3, -~
/d4$\/ [ PIR+ 2P16Dw - 671”@””6“@0”@ -V (gp)] .

A definicdo de um modelo inflacionario perpassa por uma ac¢ao do campo escalar

inflaton ¢ em termos do escalar de curvatura, do termo cinético e do termo potencial

32Vide Apéndice C, resultado obtido na Eq. (C.5), apos fazer as devidas alteragoes na métrica desde
o tensor métrico até o tensor de Ricci 12, .
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(Baumann, 2012). Matematicamente, temos

/ d*z/—g { R+ g“"VMd)V o—V(9)]|. (4.14)

Percebemos que o termo envolvendo o d’Alembertiano néo aparece na Eq. (4.14),
0 que nos leva a analisar esse termo separadamente. Desta forma, sabendo da Eq.

(C)(conferir Apéndice C), estudaremos a integral que o envolve, fazendo

_ M2 - 1 —
/d4x\/—g%6ﬂw = /d4x\/—g3M§1\/T_§8H (\/—gg“ &,cu)
— 3M2, / d*20), (M—g@%) .

Lembramos que o Teorema de Gauss tenha forma

/ AV o,V = / do, V",
Q o0

identificamos V* = \/—g0"w e, como o campo é fixo na superficie 0€), entao V* = 0.

Logo,
/d4:v\/ 6Dw =0.

Assim, vemos

/d4x\/ [ PlR——SMplg"” Lwo,w —V (p)] . (4.15)

Entao, substituimos

1
wzan:§lngo (4.16)

na Eq. (4.15), ja que ¢/2 = Q. Veja:
4 Pl 1 v 1 1
d*x+/— R — §3Mplg“ 8 9061/ 5 Inp |-V (90)

| M2~ 1. 3 3
— /d4x\/—g TPIR — nga*‘ (\/;Mpl lngp) 0, (\/;Mp] lngp) -V (p)
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Aqui, definimos o campo inflaton sendo

o= \/%Mpl Ingp| (4.17)

Finalmente, temos a acao no frame de Einstein:

5= [atey/=5 | MR- 150,000 -V (0)] (418)

Invertendo (4.17), obtemos

¢ = exp (\/?Mipl) : (4.19)

Por conseguinte, substituimos (4.9) e (4.19) em (4.13) e concluimos o potencial do inflaton

no frame de Einstein:

Vi(p) = AiP13M2 [1 — exp (— g%)] . (4.20)

Figura 8 — Potencial de Starobinsky no frame de Einstein versus campo escalar em
unidades de massa de Planck.

1.0
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0.6 1

V(¢)

0.4 -
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0 2 4 6 8 10

Fonte: Autora
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4.4 Dinamica de slow-roll

A dinamica de slow-roll ¢ fundamentada em dois parametros obtidos na Eq. (3.28).
Nesta secao, iremos escrevé-los em sua forma relacionada ao potencial inflacionario. As-
sim, com o potencial, podemos determinar sob quais condi¢oes este modelo leva a inflagao.
Sabemos que o parametro de slow-roll ey(4) tem a forma apresentada na Eq. (3.27). Desse
modo, utilizamos a Eq. (4.20) e usamos a condigdo ¢ < 1 para que o regime esteja na
inflacdo. Assim, inicialmente calculamos a derivada do potencial em relagao ao campo

escalar ¢

1
M2 2 2 2 2
V/_TPIM_H\/;S]W ll—exp<—ﬁM%>] exp(— 5%)7 (4.21)

onde V' = dV/d¢. Substituimos em (3.27):

(i)

\F-on-Ve]

Reorganizamos esta fragao:

4

ev (¢) = (4.22)

Wl

o (i) 1] |

Aplicamos a condi¢ao de slow-roll ¢ < 1 no resultado acima:

4 2 @ ’
g < [exp (\/;M—Pl> - 1]

e encontramos:

Mp,.

1/2
¢>>\/§ln [(%) +1

Com o auxilio de uma calculadora, obtemos aproximadamente ¢ > 0,94Mp, e

sob esta condigdo o parametro de slow-roll ey (¢) atinge a inflagdo dado o modelo de

Starobinsky. De acordo com a Eq. (4.20), sabemos que no limite ¢ — 0o, o potencial
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V (¢) tende a um valor constante, ou seja, V (¢) — MT‘%ISM2, como ilustrado na Fig. 8,
onde se observa o platé da curva. Portanto, a inflacao ocorre quando ¢ > Mp;, o que
caracteriza o modelo de Starobinsky como um modelo de large-field.

Na Fig. 9 vemos o comportamento da Eq. (4.22). Para ¢ > 0,94Mp, acontece
a passagem de ¢ < 1. Conforme ¢ > 0,94Mp,, temos ¢ < 1, o que satisfaz a condicao
de slow-roll. Visualmente, isso aparece como a regiao constante no grafico no entorno do
zero, sinalizando a fase de inflacao quase exponencial. A inflagao ocorre aproximadamente

entre as linhas tracejadas verticais.

Figura 9 — Parametro slow-roll ey (¢) com regido inflacionaria destacada
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Fonte: Autora

Ademais, para calcular o pardmetro 7 vamos escrever o potencial (4.20) em termos

2
de o = 2e1 yma constante que esta vinculada a escala de energia M? (Baumann, 2022),

3M27
M2 2 ¢ ?
=_Pli1_ Y uih. . 4.2
V 4@ [ exp( 3MP1>] ( 3)

A primeira derivada de V' com respeito a ¢ foi encontrada em (4.21). A sua segunda

v Mg 2 ¢ 2 ¢

A seguir, avaliamos o parametro 7y que garante que a inflagdo dure tempo o

veja

derivada vale:
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suficiente para a inflagdo resolver os problemas da cosmologia padrao com a Eq. (3.28):

-2
__4 ¢ |2 ¢ |2 o 2
nv (¢) = 3 eXp <_M_Pl g) [—QGXP <_M_P1 5) +1] |1 —exp (_M_Pl §>]

logo
(4.24)

Note que na condigao ¢ > Mp, teremos

- 4 2 ¢
Nv ~ _§ exXp <_\/;M_P]> . (425)

No limite inferior de ¢ > 0,94 Mp;, escrevemos Mipl = 0,94 e substituimos na expressao

acima, obtendo o valor

|77V| ~ 0761

Este resultado é menor do que 1 e sugere que a inflagdo ocorre eficazmente (Starobinsky,
1980; Baumann, 2012; Dodelson, 2003; Liddle; Lyth, 2000).

A manipulagao vindoura sera conveniente na Sec¢ao 4.5.1. Colocamos €y em fungao
de ny quando analisamos o regime ¢ > Mp;. Nesta circunstancia, a exponencial no

denominador da Eq. (4.22) é muito maior que 1, e por isso temos

ey () ~ %exp <_2\/§Mipl> . (4.26)

Quando analisamos a Eq. (4.25), notamos a relac¢ao

3

Tanto no modelo de Starobinsky, que sera descrito no Capitulo 4, quanto nas extensoes
desse modelo, os parametros ¢ e 7 sdo tratados com mesma hierarquia. Essa relagao (4.27)

mostra que quem domina as observacoes ¢ o parametro 7.

33 A relagao (4.27) mostra que o parametro de slow-roll €y é proporcional ao quadrado de 7y, sendo,
portanto, um termo de segunda ordem. Isso implica que, ao incluir ey em uma analise (por exemplo,



63

4.5 Parametros Cosmologicos

Os parametros cosmologicos descrevem quantitativamente as propriedades funda-
mentais do Universo em larga escala. Eles determinam, por exemplo, a sua composicao,
geometria, taxa de expansao e evolugao temporal. Através da confrontacao de modelos
tedricos com observagoes — como a radiacao cosmica de fundo, a distribuigao de galaxias
e as supernovas do tipo Ia — é possivel restringir esses parametros e testar cenarios cos-
mologicos. Entre os principais estao o parametro de Hubble, a densidade de energia de
diferentes componentes (matéria, radiagao, energia escura), o indice espectral escalar n; e
a razao tensor-escalar, os quais desempenham papel central na caracterizacao do Universo

primordial e na avaliagao de modelos inflacionarios.

4.5.1 Tilt escalar n,

Nesta ultima secao do capitulo, faremos a conexao dos parametros de slow-roll
com os parametros cosmologicos que ligam a teoria a realidade observacional, através do
tilt escalar ng e da razao tensorial-escalar r, escritas em funcao do niimero de referéncia
N, observado na RCF. Inicialmente lembramos da Eq. (3.29), que podemos escrever em

funcao do namero de onda k, referéncia, confira:

¢*

N, =
e \/25VMP1

—5—— 49| (4.28)

onde ¢, = ¢ (t,) corresponde a forma do potencial do inflaton no tempo t, - sendo este
o momento do cruzamento do horizonte da flutuacao referéncia \,, com nimero de onda
k. = (aH),. Ha dois momentos em que as flutuagoes do inflaton cruzam o horizonte de

Hubble (Baumann, 2022):

e Quando a flutuacao A, sai do horizonte causal, indo para um regime super-horizonte,

ainda enquanto hé inflagao;

no calculo do indice espectral ng ou da razao de tensor-escalar r é necessario estender a expansao até a
segunda ordem em 7y para manter a consisténcia. Ignorar termos de segunda ordem em 7y, enquanto se
inclui ey levaria a resultados inconsistentes, ja que ambos contribuem de forma comparavel.
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e Apods o final da inflacao ¢., quando a flutuagao eventualmente volta para sub-

horizonte.

As maiores flutuagoes observéveis sao sondadas na RCF e saem do horizonte nos primeiros
momentos da inflagao e além disso, sabemos que a RCF acontece em ¢, > ¢., fato
observado na Fig. 5 (Baumann, 2022).

Calculamos o niimero de e-folds aplicando o intervalo de integracao desde o final da
inflagao até o nosso ponto de referéncia, conforme visto na Eq. (4.28). Entao, substituimos

a Bq. (4.26) na Eq. (4.28)

d)*
2 o
> d¢ 1 1 \/§ exp (\/;Mm)
N* - g

bo Mp1 . W -2 B MP] \/EL
23 {exp <\/;M_p1> ] 3 Mpy be

colocamos a constante em evidéncia e aplicamos dos limites de integracao:

N_l\/§1 2 ¢*_\/? \Fm_ 2 6.
* — Mpl gL\/g exp gM—Pl , = 1_6 exp gM—Pl exp gMPl .

Mp;
(4.29)

Para prosseguir, precisamos calcular ¢, e obtemos este resultado quando impomos

ey = 1 na Eq. (4.26)

entao

e 1 /3. /3
= 2m(2)] 4.30
My 2V2 M \a (4.30)

Agora substituimos (4.30) em (4.29)

o) ) ) l55) 2




Assumindo que ¢, > Mp, concluimos

3 2 ¢,
N, =2 l .
4eXp< 3Mp1>

Com a Eq. (4.25) fazemos

1 3, 4, ( 2 ¢ )
——————— = —-Ny = —=1), =€xp ——

2 o 1 3 3 M
exp< §Mp1> Pl

daf substituimos na Eq. (4.31):

N, = —n'
Ou seja,
1
nNv = _N*'

Substituindo o resultado acima na Eq. (4.27), temos

B~ w
3

EVx A

O tilt escalar é definido como
ng =1 — 6ey. + 21y«
e fazemos as respectivas substitui¢oes das Eqs. (4.33) e (4.32):
e LY (31, 2 181
© T N, AN2) T N, 4 N2

Nota-se que N2 > N,, ja que N, ~ 50, por isso concluimos

65

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

Substituindo N, ~ 50, temos n, =~ 0,96. Este resultado obedece o valor obtido na Ref.

(Planck Collaboration, 2018).

No contexto inflacionario, a razao tensorial-escalar r é essencial para descri¢ao da

relacao entre as amplitudes das perturbacoes primordiais escalares A, e as tensoriais A;.
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Este parametro mostra sua relevancia no teste de modelos inflacionarios e os dados da
RCF obtidos pelo satélite Planck e dos experimentos feitos pelo BICEP /Keck (Ade et
al., 2021) buscam restringir este parametro. Ademais, as restrigdes observacionais na
amplitude tensorial sao geralmente expressas em termos de 7.

Entao, para o modelo de Starobinsky também calculamos qual seria o valor espe-

rado nas observagoes. Com as Eqs. (4.27) e (4.32), a substituigdo em r = 16ey,, resultara

em )
3 3 1
=162 ) =162 ——
SEORYHC
portanto
12
r= N (4.35)

Os resultados (4.34) e (4.35) foram obtidos no Capitulo 8 da Ref. (Baumann, 2022). Se
substituimos N, ~ 50, temos

7 ~ 0,0048,

que respeita o limite superior de r < 0.036 obtido nos dados (Ade et al., 2021) e confirma
que o modelo de Starobinsky segue sendo um candidato para explicagao do que aconteceu

no Universo primordial.

4.5.2 Amplitude escalar

Um passo a mais para conexao com as observacoes cosmologicas é mostrar que a

normalizacdo da amplitude escalar Ay ~ 2 x 1072 requer que a ~ 2 x 10° (Baumann,
2022). Sabemos que a amplitude da flutuacao escalar ¢ definida como3?
1 1 H?
A, = _Q_M; )
8m? e, M,

Queremos deixar a amplitude escrita em termos do potencial. Assim, conhecendo o vinculo

\%
2
3Mg,

entre o parametro de Hubble e V através da aproximacao de slow-roll, H? =~

escrevemos
1 1 Vi

* 7 8r2e, 3MY,

31Segundo a Eq. (8.98) da Ref. (Baumann, 2022).
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portanto
1 1 Vi

5 — .
24n? 2y, M,

(4.36)

Além disso, queremos determinar « que envolve a Eq. (4.23) escrita em fungao do

numero de ondas de referéncia k,, entao fazemos

2
M3 2 ¢
V=" |1- —\/ = : 4.37
1o [ b ( 3 Mp1>] (4.37)
Desse modo, conhecendo a Eq. (4.31) isolamos J\Z;Pz em termos de N,:

R \/§ 4
—J2m (=N,
My 2 M\ 3

e fazemos a substituigdo no potencial da Eq. (4.37)

2

M, 4 N\
L= |1—| 5V ;
v 4o [ (3 >

_ Mpy 3Mb  Mp, 9
4o 8aN, 4o 16NZ2

ou seja

Vi

Substituimos o resultado acima na Eq. (4.36) juntamente com o resultado fornecido na

Eq. (4.33) e obtemos

g L (Ape Mpy  3Mpy My 9
24m2 \3"* ML ) \ 40 8aN, ' 4a 16N?

isto é
1 1 1 1
Ay =— [ N>?— - —N,+— ).
ete! ( 72 48 + 128)
Por conseguinte, aplicamos N, ~ 50 e A, =2 x 107%:
a~ 1,70 x 10°,
Logo, concluimos que o fator de correcao no modelo de Starobinsky é aproximadamente

o~ 2 x 10°. (4.38)
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Na proxima secao, analisamos como o potencial se modifica com a variacao desse fator.
4.6 Motivagao para incluir o termo R?
Quando escrevemos a ac¢ao de Starobinsky como

_Mliz’l 4 a0
S—T/dm/ g R+2M§1R

e seguimos o maquinario apresentado na Subsecdo 4.3, obtemos a Eq. (4.23) para o
potencial, que por sua vez é inversamente proporcional ao . Na Fig. 10 notamos esse
comportamento explicitamente.

A Fig. 10 mostra o potencial de Starobinsky para diferentes valores de «, onde
o potencial tende a um plato constante em ¢ grandes, essencial para sustentar uma fase
prolongada de inflacao com ¢ < 1, e decai para valores de ¢ proximos de zero. Como
V(¢) x 1/a, a energia da inflacdo torna-se menor para « maiores. O valor favorecido
pelas observacoes corresponde a curva verde da Fig. 10, esta associado a o = 2 x 10% e

leva ao dilema com a conjectura do swampland, que sera discutida mais adiante.

Figura 10 — Gréafico ilustrando a dindmica simultanea do comportamento do potencial de
Starobinsky, conforme evolugao do campo ¢ e do parametro ¢y para diferentes
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Fonte: Autora

A compreensao da origem do universo e sua evolucao inicial exige que o modelo
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inflacionario seja compativel com uma descrigao fundamental da gravidade em escalas ul-
traenergéticas. A inflacao, embora tenha alcangado grande sucesso ao resolver problemas
classicos da cosmologia padrao e tenha fornecido previsoes observacionais em excelente
concordancia com os dados atuais (Planck Collaboration, 2018), nao deve ser encarada
como um mecanismo isolado. Pelo contrario, espera-se que a fase inflacionaria emerja de
forma natural como um limite de baixas energias®® de uma teoria mais fundamental, ca-
paz de descrever o comportamento do espaco-tempo nas proximidades da escala de Planck
(Baumann, 2012; Kallosh; Linde; Yamada, 2020). Entre as candidatas a essa teoria esta
a teoria das cordas, que visa unificar a gravidade com as demais interagoes fundamentais
e oferecer uma descrigao consistente do regime pré-inflacionério (Vafa, 2006).

Essa conexao entre gravidade quéantica e inflacado nao é apenas desejavel, mas
necessaria, a fim de evitar cenarios artificiais ou teoricamente inconsistentes. A coeréncia
dessa transi¢ao entre regimes tedricos é o cerne do chamado Swampland Program (Hirosi
et al., 2019; Vafa, 2006) , que imp6e condigbes de consisténcia a modelos efetivos de
campo derivaveis de teorias de gravidade quantica. Entre essas condigoes, destacam-se
a proibicao de deslocamentos transplanckianos do campo inflaton, bem como a restrigao
a potenciais excessivamente planos (como os vistos com « cada vez maiores, na Fig.
10), que ndo poderiam emergir de um cenério fundamental. Dessa forma, a inflagdo
deve ser interpretada como parte de uma narrativa cosmologica continua, na qual a fase
inicial do universo, dominada por efeitos de gravidade quéntica, evolui suavemente para o
regime inflacionério e, subsequentemente, para a fase de radiacdo (Baumann; McAllister,
2015). Qualquer modelo inflacionério consistente deve, portanto, estar inserido nesse
arcabougo tedrico mais abrangente, respeitando os critérios de consisténcia oriundos da
fisica fundamental.

O modelo de Starobinsky ¢ amplamente reconhecido por sua concordancia com ob-
servagoes cosmologicas, especialmente no que tange as previsoes para o indice espectral ng
e a razao tensorial-escalar r (Starobinsky, 1980). Além disso, ele estabelece um elo solido
entre gravidade modificada e cenarios inflacionarios. No entanto, a dindmica inflaciona-
ria associada ao modelo implica que o campo inflaton ¢ atinge valores transplanckianos,
caracterizando o modelo como um cenario de large-field inflation, conforme ilustrado na

Fig. 10.

350 regime de baixas energias significa abaixo da escala de Planck.
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Embora o modelo de Starobinsky apresente uma razao tensor-escalar pequena —
com r ~ 12/N?, resultando em r ~ 0,0048 para N = 50 e r ~ 0,0033 para N = 60
— ele é classificado como um modelo large-field, como ja discutido. Isso contrasta com
a classificacao sugerida pela formula de Lyth3¢, segundo a qual modelos com r > 0,01
correspondem a deslocamentos transplanckianos do campo inflaton e, portanto, ao regime
large-field (Baumann, 2012; Lyth, 1997). Os valores de r no modelo de Starobinsky nao
satisfazem esse critério, mas ainda assim o modelo exibe um deslocamento transplanckiano
do inflaton. Isso reflete uma limitacao da féormula de Lyth, que oferece apenas uma
estimativa aproximada e nao se aplica de forma estrita a todos os modelos — especialmente
aqueles com potenciais do tipo platd, como o de Starobinsky (Baumann, 2012; Lyth, 1997;
Martin; Ringeval; Vennin, 2014). Conforme apontado pela colaboragao BICEP /KECK
(CMB-S4 Collaboration, 2020), a distingao entre small-field e large-field deve priorizar o
deslocamento total do inflaton A¢, ao invés de depender exclusivamente do valor de r.
Ha, afinal, modelos nos quais A¢ > Mp;, mesmo com r < 0,010.

Isso gera um conflito conceitual com os critérios de consisténcia estabelecidos pela
Swampland Conjecture (Obied et al., 2018; Palti, 2019), que, inspirada na teoria das
cordas, sugere que modelos efetivos compativeis com gravidade quéantica devem evitar
deslocamentos transplanckianos e potenciais demasiadamente planos. Assim, apesar de
seu sucesso fenomenoldgico, o modelo de Starobinsky puro pode ser classificado como
pertencente ao swampland, por nao satisfazer os critérios de consisténcia exigidos por uma
unificagao entre teoria de campos e gravidade quantica; caso contrario, ele pertenceria ao
landscape.

Essa limitacao teérica motiva a introducao de correcoes adicionais & agao gravi-
tacional, em particular termos ciibicos no escalar de Ricci (e.g., R?), cuja presenca pode
suavizar as condigoes de large-field (Sotiriou; Faraoni, 2010; De Felice; Tsujikawa, 2010).
Tais modificagoes alteram a estrutura do potencial efetivo, tornando-o compativel com
regimes de alta energia tipicos da inflagado primordial (Starobinsky, 1980). Além disso,
essa abordagem permite uma conexao mais natural entre a fisica inflacionéria e as exigén-
cias teoricas oriundas da teoria das cordas, onde correcoes de ordem superior a gravidade
surgem naturalmente em expansoes do tipo o (Becker; Becker; Schwarz, 2007; Kallosh;

Linde, 2013).

36 A férmula configura-se como % ~ \/gor % O (1). (Baumann, 2012; Lyth, 1997).



71

A inclusao de um termo ctubico no escalar de Ricci, ou seja, um termo proporcional
a R? na ac@o gravitacional, surge como um passo natural na busca por extensoes do
modelo de Starobinsky. Ao interpretar o modelo de Starobinsky como uma expansao em
poténcias do escalar de Ricci, o proximo termo esperado, por simetria e naturalidade,
é justamente o termo cubico. Em outras palavras, o modelo de Starobinsky pode ser
encarado como a primeira aproximacao de uma série de corregoes que emergiriam de uma
teoria gravitacional mais fundamental — potencialmente derivada da gravidade quantica
ou de teorias de cordas (Baumann; McAllister, 2015; Kallosh; Linde; Yamada, 2020).

Além disso, a Ref. (Saini; Nautiyal, 2025) refor¢a que a adi¢ao do termo ctibico
é justificada nao apenas como uma extensao teoérica natural, mas também por seu po-
tencial em melhorar o ajuste as observagoes de ng e r, explorando regioes do espago de
parametros que o termo puramente quadratico nao alcanca. Por fim, a presenca de ter-
mos de ordem superior no escalar de Ricci também esta relacionada a possibilidade de
gerar correcoes significativas a forma do potencial inflacionério efetivo, contribuindo para
resolver tensoes entre previsoes tedricas e limites experimentais cada vez mais precisos
(Lyth, 1997; Planck Collaboration, 2018). Dessa forma, o termo R® representa a primeira
e mais simples modificacao sistematica a ser considerada na tentativa de aproximar o
modelo inflacionario de Starobinsky de um cenério completo e fundamentado no contexto
da gravidade quantica.

Com todas as razoes apresentadas acima, faz sentido adicionar R® na acao de

Starobinsky e € isso o que faremos no proximo capitulo.
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5 ADICIONANDO R® NA ACAO DE STAROBINSKY
Neste capitulo, trabalhamos com a generalizacao da inflagao de Starobinsky devido

a inclusao do termo ciibico do escalar de curvatura na acgao gravitacional. Dito isso,

escrevemnos

S=2 [ g/ =gf (R), onde f(R)=R+ R+ 2R, (5.1)

onde «p é um parametro adimensional. Iremos seguir passos anélogos feitos no Capitulo
4. Assim, aplicamos o método de multiplicador de Lagrange na acao acima e obtemos

2

5=

/ =g [f () + (R~ X) fal. (5.2)

onde f, = %. Demostramos adiante sob qual condigao ela retorna a Eq. (5.1). Essa
agao reduz-se a agao de Starobinsky quando o ultimo termo da Eq. ( (5.1) é eliminado,
e calculamos a variacdo da Eq. (5.2) em relagdo ao campo auxiliar xy. Como estamos
seguindo uma técnica ja apresentada, sabemos que chegaremos a etapa da aplicagao do

PMA, §S = 0. Por isso, eventualmente, com a variagao da a¢ao e o conhecimento de que

0x # 0 em um hipervolume, temos

0 (R—x) =0
(R_X)—g(})zose .
X > f(x) —0

Ox?

Fazendo R = x na f (R) apresentada na Eq. (5.1), vemos

of (x) 0 I Qy 3 X Qo 2
o oy T earX T anmX T T ameX
dai
of (X) X Qp o
—1 .
DX T T oanX

A segunda derivada seréa
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Aplicando a condigao 828f—X(2X) = 0 vemos

3M?
2060 )

X:

Este resultado impoe que o campo x ¢ uma constante, o que restringe o modelo e por isso

abandonamos essa possibilidade. Desta forma, adotamos a condicao R — x = 0, logo

R=x|

J& que obtivemos a mesma condigao que encontramos na Subsecao 4.1, sera possivel
escrever o potencial U (¢) em termos de ¢, que compoe a agao, sendo
2
Mg,

Ulp) = = lox (0) = f(x (¥))] (5.3)

mas agora f () assume a forma da Eq. (5.1). Logo, a agao de f (R) no frame de Jordan,
em que @ acopla-se nao minimamente com R na integral de acao, escrita em termos do

potencial, que seré

S = /d4x\/—_g {MTE”@R -U (gp)] : (5.4)

Podemos calcular quem ¢ ¢ = f, = g—i
of (R) _ 9f(x) X ag o
= = =1+ . 5.5
v dx ox +3M2+9M4X (55)

Agora, precisamos identificar quem é y, por isso é preciso resolver a seguinte equacao de
segundo grau
Qo o X
— X"+
oMN T3

+1—-¢p=0.

Invertendo a Eq. (5.5) para obter x em fungao de ¢, temos:

3M?
X:

o [—1 + /T dag (1 — go)] . (5.6)

Para que o argumento da raiz nao seja negativo (evitando, assim, um x complexo) devemos

ter

1—dag(1—¢) >0
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ou seja,

p>1— 1
40[0

O resultado acima é correto quando «ay > 0, pois, dessa forma, h& a garantia de que
existird estabilidade do modelo gravitacional durante todo o regime inflacionario. Essa
argumentacao estd vinculada com o fato de que os modelos f(R) sdo estaveis sempre que
f'(R) >0e f"(R) > 0 (Rodrigues-da-Silva; Bezerra-Sobrinho; Medeiros, 2022; Sotiriou;
Faraoni, 2010).%"

Obtemos uma pequena correcao em R3 quando ap é também pequeno. Nessas
condigoes, a desigualdade nos diz que ¢ precisa ser maior ou igual a um nimero negativo
muito grande, e isso é facilmente satisfeito, tornando o modelo razoavel. Dessa forma,
precisamos estudar qual é o sinal adequado em (5.6). Para isso, estudamos o limite oy — 0

que deve recuperar o modelo de Starobinsky. Para aqy pequeno:

V1—dag(1—¢)~1—2a0(1—¢). (5.7)
Assim, temos:
3M?  3M?
- + 1-2 1-— .
X 200 200 [ o ( o)l

37T A implicacao g > 0 surge das condicdes de estabilidade para modelos f(R), que exigem f/'(R) > 0 e
f"(R) > 0 para evitar instabilidades fisicas, como modos fantasmas ou instabilidades de Dolgov-Kawasaki.
No modelo .

«
f(R)=R+ —R*+

R3
2K0 3k

a primeira derivada com respeito ao argumento

1 «
f(R)y=1+—R+ —R®
Y0 Ko
deve ser positiva, o que requer kg > 0 para garantir que o termo %OR ndo torne f’(R) negativo. Além

disso, a segunda derivada
1 2040

"
R)y=—+—FR
PR = 2+ 2
deve ser ndo negativa, o que, durante o regime inflacionario [R ~ 6V () e V() > 0], implica
12040
Ko

1+

Vi) = 0.

Para garantir que essa desigualdade seja satisfeita para qualquer valor de V' (x), é necesséario que g > 0.
Assim, k9 > 0 e ap > 0 s@o condigoes fundamentais para assegurar a estabilidade e consisténcia fisica
do modelo f(R) durante a inflacdo, evitando modos fantasmas e instabilidades de Dolgov-Kawasaki
(Capozziello; De Laurentis, 2011; Carroll et al., 2004; Dolgov; Kawasaki, 2003; Faraoni, 2005; Sotiriou;
Faraoni, 2010; Woodard, 2007).
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Analisamos as duas possibilidades

X:—?’QlawjﬂLM—?ﬁMz(l—go) , para o sinal + X =—-3M?(1—-¢)

20
=
X = —32]502 - % +3M?%*(1 —¢) ,para o sinal— X = —% + 3M? (1 — o)

O limite de Starobinsky é atingido quando estudamos o caso do sinal positivo, pois sabe-
mos que para R? o resultado é

X = (@—1)3M2.

Logo, para R3 o campo auxiliar y sera

3M>
X:

[—1+\/1—4oz0(1—g0)] . (5.8)

20&0

Fazendo R = x em f(R), dado na Eq. (5.1), temos:

1

+ 2o
XM

f) = 57

2 3
SX + X" (5.9)
Substituindo as Eqs. (5.8) e (5.9) na Eq. (5.3), vemos:

3M?
20./0

U ()

M3 [ 3M?
2 200

[—1+\/1—4oz0(1—g0)] - [—1+\/1—4a0(1—g0)}

st [+ v a3 o v

Manipulamos algebricamente e concluimos

U () —MTI%‘% [—1 + /T4 (1— 90)} (5.10)
{3@—1)— [—14—\/1—4@0(1—(,0)} {2%“0—1—4%“0\/1—40[0(1—90)}}.

Certificamos-nos de que calculamos o potencial corretamente quando aplicamos
o limite em que oy — 0, e este potencial retorna ao potencial no frame de Jordan de
Starobinsky. Com o resultado da Eq. (5.7), substituimos na Eq. (5.10) e obtemos

U(so)=%(s@—l)w{fﬂ(@—l)—g(w—l)—(w—l)ao(so—l)}-
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Ja que ag = 0 para Starobinsky, vemos

= M_lglM2§(@_ 1)2

U(p) 5 5

como esperado. Portanto, nosso potencial no frame de Jordan seré a Eq. (5.10).

Para comparagao, na Fig. 11, analisamos o comportamento do potencial U (¢) do
modelo de Starobinsky e o potencial do modelo que adiciona o termo R? variando o em
trés valores: ag = 1072,107% e ap = 1075, Esses valores foram escolhidos por serem os
mesmos utilizados no artigo (Rodrigues-da-Silva; Bezerra-Sobrinho; Medeiros, 2022).

No lado esquerdo da Fig. 11, é apresentado o comportamento do potencial do
modelo abordado neste capitulo. Notamos que, em oy = 1072, o comportamento da
curva tende a uma constante na escala usada, e as outras duas curvas apresentam um
comportamento crescente, em oy = 107%, de maneira mais sutil do que em ay = 1076.
Isso nos sugere como deveré ser o formato do potencial quando passarmos para o frame
de Einstein.

No lado direito da Fig. 11, adicionamos a curva de Starobinsky junto com as outras
curvas e o comportamento deste modelo domina, pois a separagao entre as curvas com
diferentes oy quase nao aparece ja que hé a sobreposicao de todas elas, enquanto a curva

exponencial de Starobinksy fica predominante.

Figura 11 — Potenciais no frame de Jordan para os dois modelos inflacionarios em fungao
dos valores assumidos pelo campo escalar em unidades de massa de Planck.
No lado esquerdo temos as curvas do potencial U () para o modelo
R+ R? + R? da Ref. (Rodrigues-da-Silva; Bezerra-Sobrinho; Medeiros, 2022)
variando ag em 1072,107% e 107 com as cores azul, laranja e verde,
respectivamente. Na direita, temos as mesmas curvas com a adigao da curva
do modelo de Starobinsky, onde avg = 0 e esta na cor vermelha.

1el8 le21
14 — gp=10"7
ap=10"%
1.2 A
— ap=10""
1.0 4 — Modelo de Starobinsky
- _. 0.8 4
& &
=] =]
0.6
0.4
0.2
0.0
T T T T T T T T T T T T T T
26.0 26.5 27.0 275 28.0 285 29.0 295 30.0 26.0 26.5 27.0 27.5 28.0 285 29.0 295 30.0
¢ ¢

Fonte: Autora
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5.1 Frame de Einstein

Nesta se¢ao, iremos aplicar a transformacao conforme para conseguir obter o poten-
cial V' deste modelo. Entao, com a mesma transformagao conforme utilizada na Subsecao

4.3, temos o escalar de Ricci escrito como (4.10)
R=0? (R + 60w — 6§””(9Hw(9yw> ,

onde w = In ). Para encontrarmos o potencial V (¢) do modelo R+ R? + R? no frame de
Einstein todos os passos serao andlogos, a menos da etapa onde temos a substituicao de

U em V. Lembrando da defini¢ao (4.13)

onde
p = exp ( g%) (5.11)
fazemos L
2
V =U |exp (\/;Mip])_

sendo U a Eq. (5.10). Antes de substituirmos U, aplicamos a propriedade distributiva no

termo fora da chaves, veja

U =200 a1y [-14 VI daa (- o)
[V o] [+ VT -9 |-
Desta forma,
Ve =00 o (a1 [+ VI T (- )
VI )] g+ g VI (A |

Substituimos a Eq. (5.11) no resultado acima para deixarmos tudo em fungao do
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campo inflaton ¢. Portanto, concluimos

=B oo (Vi) ][t (= (1))
_ :—1—1—\1—4040 (1—exp (@Mipl))r

2
X exp (—2 3 Aj;) (5.12)

Pretendemos que a Eq. (5.12) fique no seguinte formato:

1 1 Qo
2 [ 0 -2
V =3M =5 (e —1—§<——3g> (5.13)

Esta é a forma que aparece no artigo (Cuzinatto; Medeiros, 2024), e temos o interesse de

confirmar se a Eq. (5.12) esté correta. Para isso, fazemos as definigoes

_ /2 ¢ X

e substituimos na Eq. (5.12). Logo,

V(@) = MTlglsM?e—?@g {éb —1- %g - %52} . (5.15)

Antes de estudarmos a dinamica de slow-roll para esse modelo, mostramos na Fig.
12 a comparagao entre o potencial de Starobinsky, visto na Eq. (4.20), e o do novo
modelo estudado (5.12), variando novamente ag para 1072, 1074 ¢ 107%. Notamos que
inicialmente, em ¢ < 0, todas as curvas comportam-se igualmente. O platé do modelo de
Starobinsky inicia por volta de ¢ = 6, com valor assintotico V (¢) ~ 0,74. O potencial
de Starobinsky permanece no platdé quando ¢ — oo e tem um ponto critico®® minimo
em ¢ = 0. O modelo trabalhado nesse capitulo apresenta os pontos criticos maximos em

~ 3,06, ¢, ~ 5,18 e ¢, ~ 7,46 para ay = 1072,10~* = 1079, respectivamente.

38Um ponto critico ocorre quando a derivada da funcio em relacao & varidvel arbitraria é zero e a
natureza desse ponto (maximo, minimo ou inflexdo) depende da segunda derivada da fungéo.
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Esses resultados serao explicados na Secao 5.6. Percebemos que todas as curvas tendem

ao potencial zero para valores suficientemente grandes de ¢. Quanto menor a corre¢ao ao

modelo de Starobinsky maior é o intervalo de valores de ¢ em que o potencial apresenta o

plato. Ou seja, entre os «q analisados, o slow-roll permanece em maior intervalo de ¢ na

correcao oy = 107%, o que permite que a inflacao consequentemente também dure mais

tempo.

Figura 12 — Potenciais no frame de Einstein para os dois modelos inflacionérios versus
campo escalar em unidades de massa de Planck. Para valores positivos de ¢, e

com ag = 1072 o maximo local associado ao potencial esta em

¢e = 3,06, para ag = 10™* temos ¢, ~ 5,18 e para ap = 107% o valor maximo é
¢ =~ 7,46. Notamos que conforme «y aproxima-se de 0, o potencial permanece
com platdé em um maior intervalo de ¢. Em ¢ < 0 todas as curvas apresentam

0 mesmo comportamento.

1.0
0.8 1
06 — Gp= 10?2
:é:‘ ) g = 1[]_4
= 0.4 4 T w=10"
—— Modelo Starobinsky
0.2 1
0.0 f " . ‘ r . r
0 5 10 15 20 25 30

Fonte: Autora

Assim, com o potencial (5.15) escrevemos a agao, pois lembramos da Eq. (4.18)

M?2 _ 1~ - 1 x
S:—Pl/d‘* V—G{R—-3|=V,oV’® — M>—
2 S 5 VvV 2% 302

onde

Py) — —2@&[@_1_ X

Compactando, temos

1
@_1__
CRl

Q 2]
27 AN |

X
3M?

%)

3

(

n) ]

(5.16)

(5.17)

(5.18)
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5.2 Equagoes de movimento

Como toda dinamica requer, nesta secao,

iremos apresentar as equagoes de mo-
vimento associadas & agao da Eq. (5.18), variando a agao S em relagdo a métrica g" e

variando S em relagao ao campo Y.

e Relacionada ao tensor métrico gH”:
~ 1 = 3le,.c 1., .= .
R — ég‘“’R =5 {V“CI)VZ’(ID — §ngpq>vp<1> e (@,X)}

onde definimos o tensor energia-momento efetivo sendo

1 - 3 le, e 1~ =
— T = I VEOVY D — g ( SV, BVPD — ¥ (D :
Wz 5 9"\ 5V (®.x)
Este tensor é consistente com a Eq. (7) do artigo (Rodrigues-da-Silva; Bezerra-

Sobrinho; Medeiros, 2022) que trabalha um modelo inflacionario que inclui R3.

e Relacionada ao campo &:

1%
0% = o, (5.19)

onde O é o d’Alembertiano conforme. Este resultado ¢ precisamente a equagio de

Klein-Gordon.
5.3 Dinamica slow-roll do modelo Starobinsky + R?

Com o potencial apresentado na Eq. (5.12), estamos aptos a entender se os parame-
tros de slow-roll deste modelo satisfazem as condigoes que permitem a inflacao acontecer

0 variando lentamente. Iniciamos

durante tempo suficiente, com as quantidades fisicas*
estudando o parametro €, escrito em termos de V. Para isso, precisamos da primeira

derivada do potencial (5.12) em relagao a ¢. Depois de um calculo longo, mas direto,

390s resultados aqui apresentados foram demonstrados no Apéndice D.

40Durante a inflacdo, as quantidades fisicas que variam lentamente incluem o campo inflacionério (¢),
sua taxa de variacdo (¢), a segunda derivada do campo (¢), o potencial (V(¢)), a taxa de expansio do
universo (H) e a densidade de energia (p). Essas variagoes lentas sdo essenciais para garantir uma inflagao
prolongada e controlada, em conformidade com as condi¢oes de slow-roll, permitindo uma expansao
estavel e explicando as flutuagoes observadas no universo.
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obtém-se:
) _ Mp M? 2 - — \ﬁ 2
V= 20, PV 3 -1+ VT—dag (1= )| —21/3 Be—3) 0™ | -1+ 1—das (1—9)|

+ 2@0\/?01 (3 = 8) [L — dap (1 = )] /2
2 “12 | 1 1
_4040\/;90 1[—1+\/1—4040(1—g0)] [1—4ap (1 — )Y { +_\/1_4a0(1_¢)]

200 4oy
+2\/g[—1+\/1—4a0(1—<p)]2¢—2 [%%Jrr%\/l—mo(l—w)]
—%\/2[1 — 4oy (1 — )72 [—1 + /1 — 4o (1 - sO)Tso‘l} (5.20)

onde ¢ foi definido na Eq. (5.11). Esta definigdo permite colocar a Eq. (5.12) na forma

M2 2
_m% {(3
2 20[0

— 14 VT (T- go)]z {i + /T dag(1- w)} } o (5.21)

20[0 40[0

V= —3)[—1—1—\/1—4040(1—@)]

Substituindo as Eqs. (5.20) e (5.21) na Eq. (3.28) para €y, temos:

¢) = %s@“ [3\@@‘17 - 2\/2(390 —3)0 %y + 2040\/?0‘1 (Bp—3) 47"
_4a0\/§¢ LG 1_+2\/7 \/7ﬁ 1] [(3p —3)y —~%E] "

(5.22)

sendo

’YE[—1+\/1—4040(1—90)}a B=V1-da(l—yp) e EE{TL 4a0\/1—40‘0<1—90)
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Depois de alguma algebra envolvendo a expansao em série de Taylor \/ 1—dag(1—¢) =~

1 —2ag (1 — ¢), podemos mostrar que, para oy < 1, a Eq. (5.22) reduz-se para:

ev (¢) = %<I>4{ {6\/?0‘1(90 —1) - 12\/%(90 —1)%p?
+ 6\@@1(90 —1)[1 = 200(1 — )] 7?
- 6\@@1(90 — 1) [1—2a9(1 — )] ?

+oy/ 20— 1% [ote — 12 = 360 - 17 } (5.23)

Fazendo oy — 0 na Eq. (5.23), obtemos:
1
5.
oo (i)

Esse é justamente o resultado para o modelo de Starobinsky, dado na Eq. (4.22).

QO W~

ev(¢) =

Podemos analisar o comportamento da fungao da Eq. (5.22) na Fig. 13. Nesta
imagem, vemos que, inicialmente, todas as curvas estao sobrepostas. O modelo de Sta-
robinsky, para todo ¢ > 3, apresenta ey, = 0, o que garante a inflacao nesses valores de
campo, pois sabemos que a condi¢ao ¢ < 1 deve ser satisfeita. Contudo, nao ha o mesmo
comportamento para o cada vez mais proximo de zero. Em outras palavras, ao longo
das variagoes de o (ou seja, conforme as corregoes vao ficando cada vez menores), as
curvas permanecem com ey ~ 0 por um intervalo maior de ¢. Todavia, todas as curvas
tendem para o mesmo limite, ey = 1/12, quando ¢ — oco. Ja que neste trabalho nao
especificamos um valor exato para o limite inferior de ey, consideramos que esse limite
também permite que as quantidades fisicas variem lentamente.

Nesse limite assintotico, limg_,oo ey = %, podemos encontrar em qual regime a
inflagao esta acontecendo, através do estudo do fator de escala. Com a defini¢do (3.4),
temos a igualdade _

H 1
"= 13 (5.24)
dai reescrevemos o termo H como dH/dt e fazemos

dH_/ldtil_t
H2 | 12 H 12’
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onde a constante de integracao foi desprezada sem perda de generalidade. Podemos
escrever o parametro de Hubble em funcao do fator de escala, pois temos ciéncia de que
H= g Dito isso, temos a possibilidade de integrar novamente e obter
é%:%j %zl?/%ilnazlﬂnt,

onde, novamente, desprezamos a constante de integracao, ja que estamos interessados
no comportamento geral. Notamos que o fator de escala comporta-se com uma lei de
poténcia, a ~ t'2. Esse resultado estd contido na Ref. (Rodrigues-da-Silva; Bezerra-
Sobrinho; Medeiros, 2022), na Subsegao IV A.

Conforme o campo escalar ¢ evolui, com deslocamento transpinckiano, ele pode
migrar para uma configuracao onde a inflagao se encerra e ocorre a transicao para a era
de radiagao. No entanto, se o campo nao atingir o ponto critico (®.,0), a inflagdo pode
continuar indefinidamente, sem conexao com um cendrio cosmologico realista (Rodrigues-
da-Silva; Bezerra-Sobrinho; Medeiros, 2022). Portanto, a existéncia desse ponto critico
impoe uma restricao importante sobre as condigoes iniciais do campo escalar, garantindo

que a inflagdo possa ter um fim (Rodrigues-da-Silva; Bezerra-Sobrinho; Medeiros, 2022).

Figura 13 — Grafico ey versus ¢ em unidades de Planck. H& 3 curvas para o modelo que
adiciona R3 na acdo de Starobinsky com respectivos valores de correcio ap.
Para a maior correcio, o = 1072, 0 comportamento da funcio permanece por
um menor intervalo de ¢ em ey ~ 0. Todas as corre¢oes tendem ao mesmo
valor ey = 1/12 para ¢ — 0.

0.6
— Op= 10_2
0.5 A g = 10—4
0.4 1 — a=10"
—— Modelo Starobinsky
‘E}“ 0.3 Limite onde &y tende para 1/12
0.2 1
00 ! T T T
0 5 10 15 20 25

Fonte: Autora
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5.4 Parametro 7

Para finalizar a dindmica deste modelo, buscamos calcular o segundo parametro

nv, dado pela Eq. (3.28). Um célculo extenso, porém sem qualquer nuance, mostra que

a segunda derivada da Eq. (5.12) resulta em:

1 1 9
V=M B ——p vy = —p v+ B —3) —p Py—
20[0 (&7)) 3
2 . B 1 _ 2a _
@w—$§¢161+51—§@¢—$ e = 3 (-1 B
2 1 _ 4
+{§so (= 1+B)——ozoﬁ + ozoﬁ 7}:—55 27+§s0 ygE

2 1 1
2 -2z —15-1 L p-3.2 1,712 Z. g2 595
+7 [ 300? +6a090 5 1+65 v +12a05 Oy 376 } (5.25)

Substituindo as Eqgs. (5.25) e (5.21) na Eq. (3.28) para 1y, vemos:

_ _ _ 8 _
nv (¢)=¢2{4aoﬁ P27y — 4oy + (3p — 3) 3¥ 2y

— (3¢ —3) %wlﬁ“ﬂlaoﬁ —dag (p— 1) 17 = = 3p-1) -

8oy _ 1602 160 - dov 1
R R ] R R R
8 . 4oy _ 4oy _
+72 __902:4__90151 0532—1-51 12 —0752
3 3 3
— -1
{3(p—1)v—9E} . (5.26)

Pode-se mostrar que, no limite ag — 0, esse resultado reduz-se a:

3

42 - {1_2(6@\/%%)1}
nv (¢) = (p 3Mp1> {1—<exp\/§Mim)_T

como na Eq. (4.24).

Ja que confirmamos que o parametro n esta retornando & nossa referéncia de Sta-
robinsky, podemos analisar o comportamento da fun¢ao na curva da Fig. 14. Na figura,
o eixo horizontal representa o valor do campo escalar inflaton ¢ em unidades de Planck.

No eixo vertical, temos o parametro de slow-roll 1y, que mede a curvatura do potencial
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inflacionario e esté diretamente relacionado & aceleracao da inflacao.*! Valores negativos

em 7y indicam que a inflacdo esta acontecendo de forma eficiente,*?

enquanto valores
proximos de zero sugerem que a inflacao esta desacelerando e prestes a terminar. Cada
curva corresponde a um valor diferente de «, o qual representa uma corregao ao modelo
de Starobinsky. Valores menores de g (como ag = 107%) indicam corregoes menores, en-
to val i =102 t 0 is significativas. Est
quanto valores maiores, como ay , representam corregoes mais significativas. Estas
mesmas corregoes foram aplicadas na Fig. 13. A medida que ¢ aumenta, todas as curvas
tendem a se alinhar, mostrando que o impacto das corre¢oes diminui para valores altos de

¢. A linha roxa indica um limite teérico no qual 7y se aproxima de 1/6 quando ¢ — oo.

Esse comportamento pode estar relacionado a um estado assintético no modelo.

Figura 14 — Grafico gerado para andlise do comportamento de ny versus ¢ escrito em
unidades de Planck. Para todos as corregoes agy temos uma tendéncia de
convergirem para 7y = 1/6 quando ¢ — co. O valor minimo de ny para
ag = 1072 é ny ~ —0,37 e para as demais curvas (incluindo o Modelo
Starobinsky) temos ny ~ —0,33.
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o4 T ay—10-
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Fonte: Autora
Por fim, na Fig. 15, analisamos o comportamento dos dois parametros fundamen-

tais que garantem a eficiéncia da inflagao para resolver os problemas da cosmologia dentro

41A curvatura do potencial V esta relacionada a segunda derivada do potencial em relacio ao campo
¢. O parametro controla a rapidez com que o campo ¢ percorre o potencial. Se 7y > 1, o campo
inflaton rola rapidamente, e a curvatura do potencial se torna muito acentuada, interrompendo o regime
de slow-roll e, consequentemente, a inflagao. Para ny < 1, o campo inflaton rola devagar, o que sustenta
a inflagao por mais tempo, pois a curvatura do potencial nao acelera demais o movimento do campo.

420 sinal negativo est4 relacionado & forma do potencial V (¢). O parametro 1 nos informa sobre a
concavidade do potencial e, se ny < 0, entao o potencial tem curvatura negativa, ou seja, a regiao onde
¢ se encontra é "concava para cima'e esse formato amortece o movimento de ¢, favorecendo o regime
de slow-roll. No modelo de Starobinsky, o parametro 7y pode atingir valores negativos na fase inicial do
rolamento do campo ¢, onde o potencial é quase plano, mas com curvatura ligeiramente negativa. Isso
corresponde A fase mais eficiente da inflagdo (Baumann, 2012; Starobinsky, 1980).
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deste modelo. Explicitamente, vemos no eixo x a variavel ¢o— que esté escrita em unidades
de Planck — e no eixo y temos os parametros de slow-roll de Hubble. Seguindo o codigo
de cores, vemos as curvas azuis para as maiores correcoes do modelo de Starobinsky, ou
seja, ag = 1072; curvas laranjas com g = 10™* e verdes com ag = 107% para o modelo
trabalhado neste capitulo. Ressaltamos que tanto as curvas tracejadas quanto as conti-
nuas apresentam esses valores, sendo as tracejadas para o parametro €y e as continuas
para ny. As curvas vermelhas sao nossas curvas de referéncia, pois referem-se ao modelo
de Starobinsky.

Na Fig. 15, mostramos o comportamento de ambos os parametros da dinamica
escalar e vemos em qual regime do campo ¢ ambos obedecem as suas respectivas condi-
goes, ou seja, ey <K 1 e |ny| < 1. Apos a andlise da Fig. 14, observamos que o pardmetro
Ny impoe uma limitagao no intervalo de ¢ necessario para que a inflagao ocorra. Assim,
mesmo que o intervalo para ey < 1 seja maior em ¢, precisamos que simultaneamente
ambos os parametros respeitem a condi¢ao de slow-roll. Dito isso, estabelecemos o inter-
valo de 0 < ¢ < 5 para a inflacao nesse modelo, e essa imposicao estd em consonancia

com o que seréa discutido na Sec¢ao 5.5 ao analisarmos a Fig. 16.

Figura 15 — Neste grafico temos os dois pardmetros essenciais na descrigao do modelo
inflacionario com o termo R3. Seguimos o cédigo de cores e repetimos as
correcoes ja escolhidas posteriormente. E possivel notar que as condicoes
ey < 1 e |ny| < 1 s@o respeitadas no intervalo 0 < ¢ < 5.
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Fonte: Autora
A titulo de completar o estudo da dindmica, na proxima se¢ao analisamos o espago

de fase do modelo e entao vemos em qual ponto hé o atrator da inflacao e se ha algum

limite de divergéncia.
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5.5 Espaco de fase

O espago de fase do modelo estudado neste capitulo permite compreender melhor
a dindmica do campo escalar ¢. Para isso, combinamos as Eqs. (3.20) e (3.14) em uma
unica equagao diferencial ordinéria, a qual resolvemos numericamente. Iremos utilizar
como referéncia a analise feita em (Rodrigues-da-Silva; Bezerra-Sobrinho; Medeiros, 2022).

Dessa forma, a equacao de Friedmann tem a forma

H? = % (%gb? +V (qb)) (5.27)

e a equacao de movimento sera

¢+ 3 i¢2+%V(gb)q5+V’(gb) =0.

Entao, organizamos fazendo

b= -3\ 10*+ 5V (@6~ (9)
€ reescrevernos ¢ como

do 1., 1 .
o = P 5V (0o —V(9),

mas h& uma regra da cadeia implicita, o que nos permite finalmente obter

dp 3/ + 3V (9)9 - V'(9) (528

do ¢

onde V e V' sdo as Egs. (5.12) e (5.20), respectivamente. Além disso, assumimos ag =
1072. A solugao da Eq. (5.28), tratada como um sistema paramétrico, possibilitou a
construcao da Fig. 16. Neste grafico, vemos que o espago de fase apresenta dois pontos
criticos, sendo um deles mais visivelmente notével, pois esta na origem (gb,cjﬁ)o =(0,0) e
o outro que esta em (gb,gb)c = (®.,0), onde @, é a Eq. (5.35).

A Fig. 16 nos permite observar que, para ¢ < 3,* os vetores sao atraidos para o

43Vale comentar que ¢ esta em unidades de massa de Planck.
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ponto existente nas proximidades de ¢ & 0, sendo essa a regiao onde ocorre a inflagao.
Para valores maiores de ¢, notamos que os vetores nao vao de encontro ao atrator, de-
monstrando que ha uma limitacao para a inflagao neste modelo. Ademais, o ponto critico
(®.,0) divide o grafico em duas regides: uma onde os vetores convergem para o atrator
(0,0) e outra onde os vetores crescem indefinidamente. No lado esquerdo deste ponto, o
processo de slow-roll ocorre, e a inflagao se desenvolve conforme discutido na Subsegao
3.4. Nesse caso, o campo escalar ¢, ao se aproximar de (0,0), gira continuamente em torno
da origem, como visto explicitamente na Fig. 16. Este comportamento corresponde a fase
de oscilagbes que ocorrem no inicio do processo de reaquecimento (Rodrigues-da-Silva;
Bezerra-Sobrinho; Medeiros, 2022). Na Fig. 8, essa etapa é representada quando o campo
escalar chega ao poco do potencial. Na segunda regido (¢ > 4), tanto V (¢) quanto ¢ se

aproximam de zero quando ¢ > 1, conforme as Eqgs. (5.12) e (5.28).

Figura 16 — Espaco de fase, em unidades de Planck, do modelo que adiciona R? na acdo de
Starobinsky e com ag = 1072. Notamos que ha um atrator em (0,0) e o campo
vetorial apresenta uma divergéncia a partir de um ponto critico, sugestionando
que a inflagao nao ocorra para todos os valores de ¢.
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5.6 Numero de N e-folds

O elo entre o modelo inflacionario e as observagoes cosmologicas é dado pelo nimero

de N e-folds , que por sua vez é

dD|

3 [P
N = m/@ N (5.29)

Este é o resultado (D.10), cuja expressao foi deduzida no Apéndice D. Nessa se¢ao, temos
o enfoque em determinar essa equagao para o modelo inflacionario que adiciona a extensao
R3 no Modelo de Starobinsky. Assim, introduzimos, guiados pela Ref. (Rodrigues-da-

Silva; Bezerra-Sobrinho; Medeiros, 2022), a defini¢do de um parametro de slow-roll

s=e?, (5.30)

@E\/ggb e ¢ = Mpo.

Com esse novo parametro, buscamos escrever a Eq. (5.29). Para isso, fazemos

para ¢ adimensional:

d=e?=1né=—-9,

e consequentemente,

do do
— = —d® = —— =dP.
5 dd = 5 d

Escrevemos (5.29) com o resultado acima, veja:

3 [P
N = /
2v2 Ja

onde os limites de integracao sao:

dé
_T|
\/EV ’

d=—-—Ind ¢ &,=—1né,.
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O parametro ey adimensional é escrito como**:

VA% 1 |V
) : (5.31)

vev = %(V -l

sendo V' = dV/d®. Notamos que é preciso substituir o potencial e sua primeira de-
rivada. Para obter o mesmo resultado da Ref. (Rodrigues-da-Silva; Bezerra-Sobrinho;
Medeiros, 2022), precisamos alterar o formato do nosso potencial (5.12) para a Eq. (3)

da Ref. (Rodrigues-da-Silva; Bezerra-Sobrinho; Medeiros, 2022). Entao, substituindo a

Eq. (5.14) na Eq. (5.12), colocamos ﬁ em evidéncia, aplicamos as devidas propriedades

distributivas e juntamos alguns termos, obtendo

2

T 1242

V(D) e 2® [6&0(1—6¢)—4a0(1—6¢) V1—dag (1 —e®) =1+ /1 —4ag (1 —e®)]|.

Com a Eq. (3) da Ref. (Rodrigues-da-Silva; Bezerra-Sobrinho; Medeiros, 2022),
podemos fazer o seguinte mapeamento: se ko = 3M?, entao escrevemos M? = /3 . Por
conseguinte, aplicamos essa relacao no resultado acima, dai

3602

V(®) e 2 {—1 + 600 (1 —e®) + /1 —4dag (1 —e®) —dag (1 —€®) /1 —4dag (1 — eq’)} .
(5.32)
Demonstramos que esse resultado é idéntico ao apresentado na Ref. (Rodrigues-da-Silva;

Bezerra-Sobrinho; Medeiros, 2022), especificamente no Apéndice D. Com base nessa segao,

podemos entao afirmar que a Eq. (5.32) pode ser reescrita como:

720}

V (®)

o2 [1 /1= 4ag (1= e‘b)} [—1 +8ag (1 €®) + /1 —4ag (1 — 6‘1’)] .
(5.33)

Esta equagao estda no artigo (Rodrigues-da-Silva; Bezerra-Sobrinho; Medeiros, 2022) na

Eq. (3), contudo, com outra variavel para o campo. Além disso, fazemos dois adendos

cruciais:

e Para que o potencial acima seja bem definido para todos os niimeros reais, é neces-
sario que

(5.34)

o |

4“Confira a Eq. (D.9) do Apéndice D.
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e No limite assintético onde ® > 1, temos que o termo e 2® decai rapidamente

fazendo com que V (®) — 0.

Ademais, numericamente foi possivel obter os pontos criticos (minimo e maximo) deste
potencial. Sabendo que o processo para determinar esses pontos envolve calcular a deri-

vada do potencial em relacao a ® e igualéd-la a zero, os resultados foram

®y = 0 — (ponto minimo),

®.=1In (4 + 4/ i) — (ponto méximo) . (5.35)
Qo

Note que ap < 1 leva a ®. > 1. Essa condi¢do nao viola a Eq. (5.34). Além
do mais, para determinar os pontos criticos, que sao visualizados na Fig. 12, é preciso
substituir ag = 1072107 e ap = 107° na Eq. (5.35).

A seguir, buscamos encontrar as equagoes aproximadas do potencial, dado pela
Eq. (5.33), e suas primeiras e segundas derivadas em relagao ao campo, a fim de calcular
N, que, por sua vez, é o principal resultado desta se¢cao. Em seguida, realizamos algumas
manipulagoes algébricas para incluir a Eq. (5.30) no potencial (5.33). Inicialmente, onde

aparece o termo (1 — eq’), vamos escrever

_0 o

(1—e®)=1- 5

| =

e reescrever a Eq. (5.36) em termos da escala de energia M? e da variavel §, definido na

Eq. (5.6), veja:

2
v [—5 46T — dagd—1 (6 — 1)] [—5 +8ag (6 — 1)+ 0y/T — dagd—L (6 — 1)] .
24ag

(5.36)
O resultado acima é a equacao logo apos a Eq. (21) apresentada na Ref. (Rodrigues-da-
Silva; Bezerra-Sobrinho; Medeiros, 2022). Em adigao, sabemos que o valor méximo do
potencial consistente com um regime inflacionério fisico ocorre para V (®.) (Rodrigues-
da-Silva; Bezerra-Sobrinho; Medeiros, 2022). Dessa forma, para realizar a aproximagao

do potencial, analisaremos a correcao do modelo de Starobinsky g por meio do ponto
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critico maximo, dado pela Eq. (5.35). Isto é:

3 3
exp®, =4+ ——>ap=—"—""3.
Qo (exp ®. — 4)
Aqui definimos o parametro critico
Se=e . (5.37)

No regime de slow-roll, é necessario que V' ~ 0, e essa condigao ¢é atingida quando
® > 1, garantindo um comportamento assintotico adequado. Isso significa que se &, > 1,
entdao e®c > 1. Isso leva a

ap = 3 (e7%)" = 362, (5.38)

e se multiplicarmos g por 4671, encontramos o termo que aparece na Ref. (5.36). Assim
4ot A 1262571 (5.39)

O valor maximo de ® consistente com a inflacao é ®., pois para ® > ®. estamos na regiao

a direita da Fig. 16, que nao leva a inflagao. Nesse valor limite, temos
b~ P, = =0,
Com essa implicacao, a Eq. (5.39) resulta em:
4opd ™t ~ 1262571 = 4apd T & 126. (5.40)

Note que a defini¢ao da Eq. (5.37) implica que, se o valor de ® é grande (contudo,
ainda menor que ®.), § serd pequeno, ou seja, & > 1 = 0§ < 1. Essa conjectura esta

dentro do regime de slow-roll e podemos concluir que 12§ < 1. Pela Eq. (5.40), temos
4ogdt A 12620 = 120 < 1. (5.41)

Dito de outra forma, o slow-r0ll ocorre para § < 1, mas ainda assim ¢ é positivo
e o campo escalar ® fica nas proximidades do platd. O resultado da Eq. (5.40) mostra

que a quantidade 4agd~! contribui em grande maioria no regime de slow-roll em pri-
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meira ordem, enquanto g, especificamente atua em segunda ordem (Rodrigues-da-Silva;
Bezerra-Sobrinho; Medeiros, 2022). Com essas consideragoes, fazemos uma expansao em
série de Taylor até segunda ordem para o termo que contém 400~ !. Entdo, sabendo a
aproximacao

(n—=1) ,

(1+x)"%1+n$+nT:c,

para x = —4apd ! (§ — 1) fazemos

V1—4dagd (0 —1)~1—2000 (0 —1) —2a2672 (6 —1)%.

Munidos desse resultado, substituimos no potencial, visto na Eq. (5.36):

M2
Voa - [4a3671 (6 — 1)* — 1202 (6 — 1)* + 4ago ™2 (6 — 1)* — 1203671 (6 — 1)°]

240
e descartamos termos de & (), pois queremos ir somente até termos de terceira ordem,
de forma que o termo agd~! ainda esteja presente no resultado final, convergindo com o
resultado da Ref. (Rodrigues-da-Silva; Bezerra-Sobrinho; Medeiros, 2022). Consequente-

mente, reduzimos

2

2403

Vo~ — [—12a3 (6 — 1)* = 8o (6 — 1)°] ~ —M? [—— (6 —1)° = a0t (6 —1)°

Ja que sabemos kg = 3M? e §? < 1, fazemos

111 1 |
Va—ko =+ =6+ ~apd ™ + 2agd — ~ap | .
’{0( 6 30T T3 30‘0)

Os termos, do resultado acima, que contém opd~! e § estdo em primeira ordem, o
termo ag estd em segunda ordem e o termo apd esta em terceira ordem. Para obtermos
precisamente as Eqs. (24), (25) e (26) da Ref. (Rodrigues-da-Silva; Bezerra-Sobrinho;

Medeiros, 2022), consideramos somente corregao de primeira ordem. Dessa forma

6

v <1 — 25 — gaoél) . (5.42)

A fisica da inflacao depende diretamente da primeira e da segunda derivada da Eq.
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(5.42). Por isso, lembrando que § é uma fungao exponencial, escrevemos

2
V%ffo (1—2 @_ga(]e@)

6
dai
V'~ % (eq’ - éaoe(I’) (5.43)
e
V"~ _% (eq’ + éaoe‘b> : (5.44)

Escrevemos esses dois tltimos resultados em termos de 9, veja:

1 1
V' =~ % (5 — gOzo&l) e V'x —% ((5+ §a051> )

Estamos aptos a determinar /gy. Nesse sentido, substituimos as Eqs. (5.43) e

(5.6) na Eq. (5.31), confira:

e por isso

/cpe \/— _ %aoeé)
2\/_ o _ %Oé0€q>)

Nesse ponto, consideramos ¢ > 0, substituimos as Eqgs. (5.30) e (5.38) em (5.46) e obtemos

e _ _ 98251
N~ §/ (1 —20—2626 )dé.
@ (0% —02)

dé
o

dd‘ 3 [:’e (1 (—62@_@ — gooc?) ’ (5.46)

5| 4 —% — Lape?)

4
Fazendo a substituicao x = (i; = § =2 = 0t = 24!, a diferencial sera
dd = —6.2 2dx. A seguir, fazemos essas substituicoes no numerador e no denominador

da equacao acima e obtemos:

x — 20, — 2225,
. 4
~ o / “ g (5.47)

(1—22)x

Para essa funcao de N e-folds, analisamos o intervalo em que a inflacao ocorre. Pelo
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argumento do espaco de fase sabemos que ® < @, dito isso

PSP = -2 —Po=e P Ze =020,

~

ou seja,

o< D, =0.<0)| (5.48)

Por outro lado, espera-se que o campo P seja positivo, pois ele é o campo escalar

relacionado a ¢, conforme a Eq. (5.14). Entao:

P>0=>-Dd<0=e?<e=0<1,

juntando as extremidades, temos

P>0=0<1] (5.49)

Reunimos a Eq. (5.48) em (5.49) e concluimos

0<®<P.=6.S0<1. (5.50)

Vinculamos o resultado da Eq. (5.50) com a variavel = ao lembrarmos da definigdo x = %C:

5
S<s=esl (5.51)

Shl s

Assim, se estamos em um regime onde § < 1, e ja analisamos que J,. < 0, entao 0. < 1.

Ni/ dx
T4, ) (1-a2)

Dito isso, reduzimos a Eq. (5.47):

ou

~
~

3 dx
450/(1—1;)(14—91;)'

Decompomos a equacao acima em fragoes parciais e obtemos

3 1+z

(5.52)
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sendo C' a constante de integracao. A seguir, tal constante serd desprezada pois ela
estaria vinculada a @, e nesse regime r, < 1. ¥ Esta é a Eq. (33) da Ref. (Rodrigues-
da-Silva; Bezerra-Sobrinho; Medeiros, 2022) e é o resultado principal desta se¢do. A
seguir, determinamos como escrevemos o parametro d em func¢ao do nimero de N e-folds.
Na Eq. (5.52), ha uma divergéncia quando x — 1. Isso implica que ndo podemos

de

ter a igualdade entre ¢ e d.. Para voltarmos a varidvel ¢, substituimos x = % na Eq.

(5.52), veja:

14 9
N =~ il:n t
8. \1-2%
e Invertemos
860N 1 5 + 56
~ In .
3 0 — 0,

Aplicamos a exponenciagao em ambos os lados e buscamos isolar § para, eventualmente,

substitui-lo nos parametros ¢ e 7:

&

) 41

)—1

Portanto, vemos que a expressao acima mostra que o parametro o depende direta-

exp (
exp (

5=, (5.53)

=z

8¢
3

mente tanto d. quanto de N.

5.7 Parametros ¢ e 1 escritos em funcao de N

Os proximos passos precisam ser seguidos para a obtencao de € e 1 escritos em
funcao de N, a fim de nos auxiliar na obtencao do tilt escalar e da razao tensorial-
escalar. A priori, estamos interessados em entender o comportamento de ® (®) e, para
isso, vamos combinar a Eq. (3.14) com a equagao de Friedmann, que serdo apresentadas

a seguir respectivamente.*® Assim, se

3HD ~ —V'

45Sabemos que, ao final da inflacdo, §. < §, e x é definido como a razdo entre esses termos. Apos
aplicar os limites de integragao, obtemos = In 1, que é nulo, para o termo referente ao fim da inflagao.

46Na Subsecdo 3.4.2, ja mostramos que a aproximacao para a equagdo de Friedmann (3.20) é H? ~
ﬁv, o que altera sutilmente o resultado final da demonstracao. A aproximagao retratada nesta subsegao

utiliza as unidades de medida da Ref. (Rodrigues-da-Silva; Bezerra-Sobrinho; Medeiros, 2022).
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1
H ~ SV (®), (5.54)
entdo, fazemos a substitui¢ao da Eq. (5.54) na Eq. (3.14):

v/

b ———
3H

e notamos que precisamos escrever ¢ em funcao de 1/H. Portanto,

.V 2
o~/ (5.55)

Percebemos que podemos substituir as Eqs. (5.42) e (5.43) na expressao acima, resultando

. —-1/2
$ ~ _QVS’“‘) (5 - %a()dl) <1 25— %aoél) .

em

Sabendo que (1 4+ z)" ~ 1+ nz para x < 1, temos a expansao até primeira ordem

d) ~ —2 31{0 ((5 - 1Oé()($_1> .

de slow-roll para ®:

9 3

Lembramos da Eq. (5.38) e obtemos

. 2/
b~ — ;“0 (5 — 52671 (5.56)
como no resultado (27) da Ref. (Rodrigues-da-Silva; Bezerra-Sobrinho; Medeiros, 2022).

Vamos utilizar a Eq. (5.54), a variagao temporal da equacao de Friedmann®”

H= —g (%cb?) , (5.57)

e também o potencial (5.42) e a varia¢ao temporal do campo, presente na Eq. (5.56),
para calcular os parametros de slow-roll. Ja que sabemos da definigao, dada na Eq. (3.4),
temos

P2
V(®)

I
~ 9

4TA equacdo de Friedmann citada refere-se & Eq. (5.27). A variagdo temporal sera obtida quando
efetuada a substituicao da equacdo de movimento do campo escalar na variagdo temporal do parametro
de Hubble.
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e entao substituimos as Eqgs. (5.42) e (5.56), na expressao acima, obtendo:

4 2 -1
s (6 — 555_1)2 [1 + (—25 - gaoé_l)] ,

para novamente utilizar a aproximagao (1 + z)" & 1 + nz, sendo z < 1. Deste modo,

desconsideramos termos que tenham terceira ordem:

4

ER

(6026717 (5.58)

w

Podemos estudar se a condigao de slow-roll quando aplicada nesse modelo iré levar a um
regime de large-field ou small-field inflation, através do comportamento do deslocamento
do campo. Dito isso, aplicamos ¢ < 1 na Eq. (5.58), sabendo que . obedece a Eq. (5.53).

Na Fig. 17 vemos o comportamento de trés curvas diferentes para ey (¢), para
diferentes valores de ag. Com a Eq. (5.58), notamos que ey = 0 quando § = J.. Contudo,
sabemos que a inflagao ocorre para d > 9. e essa afirmacao respeita a condicao de slow-roll,
ey > 1. Por isso, afim de entender a relacao entre ¢ e Mp;, podemos determinar, com
ajuda grafica, se o deslocamento é transplanckiano ou subplanckiano nesse modelo. Nume-
ricamente foi possivel calcular . para cada g, utilizando a equagao §, = (4 + \/azo) _1,
e assim especificamos cada curva para . Considerando que § de interesse é maior*® do

que o valor critico, os resultados calculados sao apresentados na Tab. 1.

480 valor de d7 para cada caso foi determinado a partir da interseccdo entre a reta tracejada associada
a cada curva — azul, vermelha e verde —, que incide sobre o eixo € = 0, e a parabola correspondente.
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Figura 17 — Grafico do comportamento da func¢ao ey (¢) em funcao de § para diferentes d.,
que estao diretamente vinculados as corre¢oes ag. Definimos como dr os
valores de § que satisfazem a condi¢do § > §.; esses valores correspondem as
linhas verticais tracejadas destacada em verde, vermelho e azul.
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' — @ =10"°
: --—- gx1
0.0006 : --- 6>6,
- E --- 6>6.
w --- 6>6,
0.0004 1:
0.0002—§
0.000Q * ; ; ; > ;
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12
5

Fonte: Autora

Tabela 1 — Calculo do deslocamento do campo inflaton para diferentes valores de ag

Qg ‘ e ‘ ®(0c)/Mpy ‘ or ‘ é(o7)/Mpy
1072 0,10 2,75 0,11 2,71
1074 0,017 4,98 0,0225 4,65
1076 0,0018 7,73 0,009 5,77

Fonte: Autora

Com os resultados que obtivemos, a tltima coluna da Tab. 1 mostra que ¢(d7) >
Mp; e, por isso, notamos que esse modelo estd em um regime de large-field. Em outras
palavras, a propria condi¢ao de slow-roll exige que o campo inicial esteja em valores
superplanckianos e, com isso, o modelo cubico esta configurado como swampland.

Agora, precisamos calcular 7, mas ha uma sutileza nas definigdes deste termo
em relacao ao artigo (Rodrigues-da-Silva; Bezerra-Sobrinho; Medeiros, 2022) e a Ref.
(Baumann, 2022). Ou seja, na Eq. (3.5) o parametro é definido como positivo e agora

definimos como
= ——. (5.59)

Notamos que é necessério fazer
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onde

e=¢e(d(z1)).
Com a Eq. (5.58) aplicamos a regra do produto e a regra da cadeia, e temos
8 .
Er —3 (e7® —82e®) (e + 02¢®) @.
Lembrando da Eq. (5.56), a substituimos no resultado acima e obtemos:
-~ 16 Y]

. $25-1)2 2¢-1
ém )5 (0827 (6467,

Além disso, para calcular a Eq. (5.59) precisamos do parametro de Hubble, por isso com

a aproximagao H? ~ 1V (®), onde V ¢ a Eq. (5.42), utilizamos a seguinte aproximagao

1 Ko 1 1
N5 |1l-0—2 .
B35\ 3 [ 0= g0 }

Munidos desse resultado, substituimos a Eq. (5.7) na Eq. (5.59), aplicamos a

de Taylor

logo

propriedade distributiva e desconsideramos termos de segunda ordem, concluindo

w1 oo

na—2 (6+ 062571 | (5.60)

Por conseguinte, notamos a necessidade de substituir 6 nas Eqgs. (5.58) e (5.60).

Iniciamos fazendo a seguinte defini¢ao

(5.61)

gz (GA“). (5.62)
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Assim, a Eq. (5.58) sera:

4 A+ 1 oy (A —1\]
€%§{50(6A—1>_50501<6A+1)} | (5.63)

colocamos J. em evidéncia, aplicamos o minimo multiplo comum e expandimos os devidos

quadrados e concluimos, quando substituimos a Eq. (5.61)

(5.64)

Estamos aptos a trabalhar com o termo 7 em (5.60) e para isso necessitamos

trabalhar novamente com §. Na Eq. (5.60) colocamos d. em evidéncia:

8. (6 8. (6 1

e usamos a Eq. (5.62):

o 85 ef4+1 1\ 8
Mo T | ¥

eA—1

(A +1)" + (2 1)’
(eA —1)(e”+1)

portanto desenvolvendo os quadrados e fazendo a multiplicagao dos termos no denomina-

dor do resultado anterior, temos

16 . [1+4 22
N~ —o. {—f——e} .

3 1 —e2p
ou
R | (mch) . (5.65)
1 —exp ( 3 )

Portanto, agora estamos aptos a determinar a conexao com as observacoes cosmo-

logicas pois estamos munidos das Eqgs. (5.64) e (5.65).
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5.8 Parametros cosmolbgicos

Para finalizar o capitulo, calculamos o parametro cosmolégico indice espectral es-

calar (ou tilt escalar) n, e a razao tensorial-escalar r. Conhecemos os resultados®®
ns—1=-24+n e r=16e. (5.66)

Por isso, podemos substituir as Eqs. (5.64) e (5.65) na expressao para ng, veja:

165, N 166N
ne— 1~ —166 4326, b ( 2 ) 3 LoD <16§)N)
3V e (5] [T e ()

Se §.N < 1,°° entao temos, pela expansdo em Taylor da funcao exponencial a aproxima-

¢oes, tanto para € quanto para 77:51

3 1 /165.N\?
e
) 1 /165.N\?>
n _N[+E( ; )] (5.68)

Assim, substituimos (5.67) ¢ (5.68) na equagao para n, dada em (5.66):

32 128N
9 27 '

Notamos que o primeiro termo € justamente o resultado do modelo de Starobinsky, dado

2 3
g o

2N2+ ¢

na Eq. (4.34), e os outros termos sdo correcoes provenientes do modelo R + R? + R3.

19 A equagao para ng pode ser encontrada na Eq. (8.83) da Ref. (Baumann, 2022) e a equagdo para r
pode ser encontrada na Eq. (4.10) da Ref. (Linde, 2007) e também na Eq. (10.2.16) da Ref. (Weinberg,
2008). Contudo, como definimos o pardmetro 7 como negativo, na Eq. (5.59) aqui vamos ajustar o sinal
que esta acompanhado dele para positivo.

0Em (5.51), justificamos §. < 6 < 1 como caso limite ® < ®.. Similarmente, em uma situagao em
que ® <« P, teremos 0. < § < 1 ou seja, 0. € bastante pequeno. Para um N finito (e da ordem de 50 a
60), a multiplicagdo N por d. continuard dando como resultado um namero pequeno. Com isso, podemos
assumir 0.N < 1.

5L A demonstracdo desses resultados esta no Apéndice D.
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Podemos expressar esse resultado em funcao da correcao oy, ja que®?

o= ———. (5.69)
44 4,/2

Agora, vamos analisar a razao tensorial-escalar. Seja r = 16e. Com a aproximagao

(5.67), temos:

12 25662
r — — .

T N2 9

Notamos que quando oy — 0, temos d. = 0, recuperando o resultado de Starobinsky,
visto na Eq. (4.35).

Ademais, na Tab. 2, temos numericamente os dados de ngs e r. Vemos que para
ap < 107, o indice espectral ng assume valores proximos a 0,96, especialmente para N =
60, o que o torna compativel com as observagoes do Planck 2018 (Planck Collaboration,
2018). Além disso, a razao tensorial-escalar r é muito pequena, com valores da ordem de
1073, bem abaixo do limite imposto pelo BICEP/Keck 2021 (rq 05 < 0,036) (Ade et al.,
2021). No geral, a tabela sugere que o modelo que adiciona o termo cibico se mantém
dentro das restricoes observacionais para oy < 1074, com N = 60 sendo a escolha mais
favoravel.

Tabela 2 — Resultados numéricos para os parametros ng e r, conforme a variagao de ayg,

para N =50 e N =60

N =50 N =60
Qg Ng T Ng T
10-710,9520 0,0039 | 0,9573 0,0024
107° | 0,9586 0,0047 | 0,9653 0,0032
1075 | 0,9593 0,0048 | 0,9662 0,0033

Fonte: Autora
Concluimos que a extensdo para incluir o termo R® apresenta um deslocamento
transplanckiano, segundo a Fig. 12 e também pelos resultados numéricos obtidos na Tab.
1.
Uma eventual deteccao de ondas gravitacionais primordiais com razao tensorial-
escalar r > 0,003 situaria modelos inflacionarios do tipo large-field, como o de Starobinsky

e extensoes que incluem termos ciibicos em R3, na regiao de interesse observacional dos

52A Eq. (5.69) vem da substituigao de ®. = In (4 + ./ a%) na propria definicdo 6. = e~ ®e.
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experimentos de proxima geragdo, como o CMB-S4 (Abazajian et al., 2019). No en-
tanto, esses modelos frequentemente implicam deslocamentos transplanckianos do campo
inflaton (A¢ > Mp)), como ja observamos nos resultados desse capitulo e do Cap. 4,
caracteristica que entra em tensao com as conjecturas do swampland (Obied et al., 2018).
Uma detecgao futura de r ~ 0,003 nao invalidaria a teoria de cordas em si, mas exigiria
ajustes conceituais nessas conjecturas ou uma reinterpretacao de como a inflacdo pode
emergir de teorias fundamentais, reforcando a relevancia de testes observacionais para

restringir ideias sobre gravidade quéantica.
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6 CONCLUSOES

Iniciamos este trabalho com uma breve introdugao da Cosmologia Padrao. Comen-
tamos sobre o Modelo Padrao da Cosmologia (MCP) que assume a validade do Principio
Cosmologico (PC) e que agrega o fato do Universo estar expandindo; esse fato é mate-
maticamente representado pela evolugao do fator de escala a (t). Comegamos o Capitulo
2 definindo as possiveis curvaturas das fatias espaciais para um espac¢o homogéneo e iso-
tropico, sendo elas k = 0, — 1 e k = +1. Definimos também o elemento de linha para
a métrica que respeita as condi¢oes do PC conhecida como métrica FLRW. Com o es-
tudo da dindmica das galaxias, introduzimos o parametro de Hubble H = a/a. Com a
conservacao de energia via derivada covariante do tensor energia-momento (V,7},, = 0),
determinamos a equagao de continuidade. Na mesma se¢ao, estudamos a relagao entre a
densidade de energia p, fator de escala a(t) e a equagao de estado w. Com o tensor de
Einstein e os simbolos de Christoffel necesséarios para escrever o tensor de Ricci, foi possi-
vel determinar as equagoes que regem a evolugao do Universo, denominadas equagoes de
Friedmann. Finalizamos o Capitulo 2 obtendo as solu¢oes exatas para as equagoes diferen-
ciais de a (t) vinculada a cada componente (matéria, radiacdo e constante cosmologica),
separadamente.

No Capitulo 3, comentamos brevemente sobre os problemas teéricos do MPC -
problema do horizonte, problema da planura e problema das correlagoes no superho-
rizonte, definimos o horizonte de particulas, dj, e o raio comével de Hubble, (aH )71.
Analisamos com algumas figuras como seria possivel resolver os problemas mencionados

-1

se contraissemos o raio (aH)~ conforme a evolugdo do tempo. Definimos, fundamen-

talmente, a inflacdo como uma fase de expansao em que a esfera de Hubble diminui, ou

4

s (aH)f1 < 0. Com aH = a ha a implicacao @ > 0 e isto resulta em um periodo

seja
de expansao acelerada. Introduzimos, na fisica da inflagao, os parametros de slow-roll de
Hubble € e 7.

O parametro ¢ mede o comportamento da variagao fracionaria do potencial do
campo inflaton, durante a inflagdo césmica. Ja o parametro 7 esta relacionado a variagao
da variagao do potencial do inflaton, e como tal, estd associado a duracao do processo

dindmico do campo. Ambos, € e n caracterizam a dindmica inflacionaria por meio das

condicoes de slow-roll, garantindo uma expansao acelerada e prolongada, capaz de re-
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solver os problemas do horizonte — explicando a correlagao entre regioes causalmente
desconectadas na radia¢ao cosmica de fundo (RCF) — e da planura (Liddle; Lyth, 2000).

A duracao necessaria da inflacao é quantificada pelo numero de e-folds, N, sendo
os ultimos 50 a 60 e-folds particularmente criticos, pois correspondem ao periodo da in-
flacao fisica: é nesse intervalo que a escala de referéncia observacional (como o modo
ko 05, utilizado nas analises da RCF (Planck Collaboration, 2018) cruza o horizonte infla-
cionario e origina as flutuagoes primordiais observaveis (Baumann, 2012). Esse periodo
¢ denominado “fisico” por estar diretamente vinculado as escalas cosmoldgicas acessiveis
atualmente, enquanto os e-folds anteriores geram flutuacoes em escalas tao grandes que
permanecem além do horizonte observavel.

O vinculo entre N, a escala pivot e os parametros do modelo inflacionario é, por-
tanto, essencial para a correta reproducao, pelo modelo, das anisotropias da RCF e da
geometria plana do universo (Baumann, 2012; Liddle; Lyth, 2000; Planck Collaboration,
2018).

Para que as condi¢oes de slow-roll se satisfacam, o pardmetro € e a aceleracao
adimensional § devem ser £,0 < 1. Adiante, a dindmica do campo escalar ¢, respon-
savel por tal expansao acelerada, foi analisada e a equagao de movimento foi derivada
a partir da equacao de Klein-Gordon ao especificarmos a métrica FLRW. Na Subsecao

3.4.2, aplicamos as condicoes €,0 < 1 na primeira equacao de Friedmann e na equacao

dv
dd

de movimento do campo escalar ¢ resultando nas aproximacoes <;52 < Ve3H gb < -
respectivamente. Isto permitiu a escrita dos parametros € e 1 somente em termos do
potencial V (¢). O que é conveniente pois, com algumas transformagoes de frame na agao
proposta para o modelo de Starobinsky, o potencial associado surge naturalmente, como
foi visto nos Capitulos 4 e 5.

Ainda no Capitulo 3, foi demonstrado como o numero de e-folds que o espago
sofreu vincula-se ao parametro €y. Este parmetro por sua vez tem denominacao de N
e-folds e faz conexao com as observagoes cosmologicas através do espectro de poténcia
da RCF e o numero de onda k associado a flutuagao de densidade. Antes de finalizar o
Capitulo 3, fazemos o estudo de um potencial ad hoc intitulado como inflagao quadréatica.

1

No caso da inflagao quadratica, temos o potencial V' (¢) = §m2¢2 e, para ele, obtivemos

Ey & Ny = 2]{,*. Sabemos que as observagoes sugerem um intervalo 50 < N, < 60.

Assumindo N, ~ 50, o resultado foi ey ~ 7y = 0,01. O parametro cosmologico ng
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(indice espectral escalar) resultante foi ny &~ 1 — = & 0,96, o qual est4 em acordo com o

~
vinculo fornecido pela Ref. (Planck Collaboration, 2018), ns & 0,965 40,004, e que como
mostrado na Ref. (Baumann, 2012), pode ser calculado fazendo ny — 1 ~ —6ey + 2ny. A
razao tensorial-escalar, definida como r = A;/A, e remanejada para r = 16ey, para esse
modelo foi obtida sendo r ~ 0,016 e esta acima do limite superior r < 0,036 fornecido
pela Ref. (Ade et al., 2021). Por fim, concluimos que este modelo é descartado devido
os resultados apresentados e também conforme as observagoes da RCF discutidas na Ref.
(Baumann, 2022).

Iniciamos o Capitulo 4 comentando a motivacao de Starobinsky em adicionar ter-
mos extra de curvatura na agao de gravitacao, uma vez que a teoria da Relatividade
Geral é nao renormalizavel (Rodrigues-da-Silva; Bezerra-Sobrinho; Medeiros, 2022). As-

sim, a proposta foi adicionar um termo quadratico, como termo de corre¢ao, na acao de

Einstein-Hilbert, resultando em S = [ d'z\/—g (R + = R2>. O potencial sofreu uma

202,
transformacao para o frame de Jordan a partir de um multiplicador de Lagrange e a as-
sociacao a um campo escalar auxiliar y. Posteriormente, foi aplicada uma transformagcao
conforme para o frame de Einstein através da alteracao da métrica via g* = Q2¢g*”. Com
esse passo, o potencial V' (¢) = ]\f—fl [1 — exp (—\/gMiplﬂ 2foi obtido. Dado esse resultado,
foi possivel obter os parametros €y e 7. Quando aplicamos a condigao € < 1 obtivemos
a restricao ¢ > 0,94Mp,, a qual classificou o modelo como large-field. Ademais, também
foi possivel escrever os parametros de slow-roll em termos de N, e-folds associado ao ni-

mero de onda de referéncia k., isto é, ey =~ %% eny ~ —NL. Neste modelo, concluimos

2

—+, assim como para a inflagao quadrética. Assumindo N, ~ 50, também

n, — 1 =~
temos o mesmo resultado ny, &~ 0,96. Todavia, para a razao r = A;/As, o resultado foi
r =~ 0,0048. Por isso, o modelo de Starobinsky é favorecido pelas observacoes. Mostramos
que com a amplitude escalar A, ~ 2 x 10™Y observada em espectros de poténcia da RCF,
o fator de correcao deve valer a ~ 2 x 10°. Finalizamos o capitulo indicando motivacoes
para adicionar termos de corregoes na agao de Starobinsky, uma vez que esse modelo
apresenta dificuldades de se conectar naturalmente com teorias mais fundamentais, pelo

fato de apresentar um deslocamento transplanckiano.

Assim, com essa problemética, fica em aberto a possibilidade de adicionar outros

@Q
24M?

termos de correcao, o que fazemos no Capitulo 5 adicionando R? na acao de Staro-

binsky, onde ag ¢ um pardmetro adimensional (note que estamos utilizando outra unidade
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de medida para a escala de energia). O mesmo receituario de transformagoes foi aplicado
e o potencial resultante foi a Eq. (5.12). Neste potencial, ha a restri¢do na corregdo ao
modelo de Starobinsky para 0 < oy < 1/4. Realizamos anéalises para diferentes compor-
tamentos deste potencial utilizando ag = 1072,107*,107%. Com esses valores escolhidos,
encontramos os valores criticos do potencial sendo ¢, = 3,06,®, = 5,18 e . = 7,46,
respectivamente, quando fizemos % =0, para ag = 1072

Na Fig. 13, observamos que a curva de Starobinsky tende assintoticamente a
ey = 0 para valores grandes de ¢. Para qualquer ay # 0 todas as curvas tendem a
ey = 1/12, quando ¢ — oo. Esse resultado nos permitiu entender que o fator de escala
desse modelo apresenta comportamento de lei de poténcia a ~ t'? e indica uma expansao
muito rapida e permanente, que nao permite uma transi¢ao natural para a era de radiagao.
Isso mostra que, se as condi¢oes iniciais nao estiverem suficientemente proximas do ponto
critico (®.,0), o Universo pode evoluir para uma inflagao nao fisica— ou seja, uma inflagao
que nao se conecta com o modelo de Big Bang. Por isso, a presenca desse ponto critico
limita quais condigOes iniciais levam a uma inflacao cosmologicamente vidvel e esse ponto
critico depende diretamente da correcio . A medida que og se aproxima de zero (ou
seja, as corregoes se tornam cada vez menores), observamos que as curvas se estendem
por um intervalo maior de ¢, mantendo e, ~ 0. A exemplo, isso acontece para ag = 1076
no intervalo 2 < ¢ < 15, enquanto para ag = 1072 isso ocorrre no intervalo 2 < ¢ < 4.

Ha uma tendéncia de 7y de todas as curvas com «ay # 0 convergirem para o
mesmo valor & medida que ¢ — 0o. Neste caso, aproximam-se de ny = 1/6. A curva
de oy = 1072, que apresenta maior corre¢do, nao segue a superposicao com as demais
curvas, contudo é a correcao que cruza o valor de zero para um maior valor de ¢. Nesse
contexto, observam-se valores negativos de 1y no intervalo 1 < ¢ < 5, com um minimo
n ~ —0,37. Para outros valores de «, o minimo se sobrepoe em torno de ny ~ —0,33,
incluindo o modelo de Starobinsky. Além disso, conforme oy diminui, os intervalos de ¢
em que 7y ~ 0 tornam-se maiores. Ainda nesse capitulo, analisamos o comportamento
de ambos os parametros importantes para a inflagao em um tnico grafico para entender
em qual circunstancia ocorre simultaneamente ¢y < 1 e 7y < 1 e concluimos que isto
acontece no intervalo 0 < ¢ < 5. Este intervalo é o mesmo que obtivemos ao analisar o

espago de fase desse modelo (vide Fig. 16) em relagdo a duracao da inflagao.

A Tab. 1 permitiu concluirmos numericamente que esse modelo caracteriza-se
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como large-field e com a Fig. 12 vemos isso graficamente. Dito isso, concluimos que a
extensao que propomos também sofre com o problema de nao conseguir relacionar-se com
teorias mais fundamentais de maneira elegante. Ademais, com aproximagoes de € e 7,

configurando o regime 0./N < 1, a conexao com as observagoes cosmoldgicas resulta em

3 2 (32 128 N _ 1
—gnz +0; (§ — 457), onde 0o = ——.
tWao

Com a Tab. 2, vemos os resultados numéricos dos parametros ng e r quando es-

ny,—1l~—%
colhemos diferentes valores de oy e também quando variamos para N = 50 e N = 60.
Para N = 60, ag = 107° e ap = 1079, os resultados para m, sdo os mais proximos a
ns = 0,965 4+ 0,004, segundo a Ref.(Planck Collaboration, 2018). Essas corre¢oes apre-
sentam, respectivamente, r ~ 0,0032 e r &~ 0,0033. Tais valores estao abaixo do limite
observacional e segundo os resultados esperados pelo projeto CMB-S4 (CMB-S4 Collabo-
ration, 2020), caso as ondas gravitacionais sejam detectadas, essa razao deve ser r > 0,003.

Concluimos que a adi¢ao de R* ¢ um caminho para refinar o modelo de Starobinsky.
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APENDICES

APENDICE A - RELATIVIDADE GERAL

Neste apéndice introduziremos os conceitos necessarios de Relatividade Geral que

foram necessérios, ao longo do trabalho, para compreender e realizar calculos.
METRICA

A métrica converte as distancias coordenadas em distancias fisicas. Por exemplo,
no espaco euclidiano tridimensional, a distancia fisica entre dois pontos separados pelas

distancias diferenciais infinitesimais dx,dy e dz é

3
A = do® +dy’ + d2* =) 6;datda’,

1,j=1

onde a notagao (z',2%,2%) = (z,y,2) foi introduzida quando escrevemos em termos do
somatorio e a delta de Kronecker §;; = diag (1,1,1) caracteriza a métrica.
Um outro exemplo, que sera amplamente utilizado no Capitulo 2, é a métrica das

coordenadas polares. Neste caso, temos

3
d® = dr® + 1?d6” + r* sin® 0dg® = Y gijda’da?
ij=1
e agora (z'2%2%) = (r,f,¢). A métrica em coordenadas polares ¢ mais complexa e
configurada como g;; = diag (1,7"2,7"2 sin? 9). Ou seja, nesses dois exemplos notamos que
a definicao de cada métrica dependera dos fatores multiplicativos que acompanham os
infinitesimais.

Além disso, observadores que utilizam diferentes sistemas de coordenadas nao ne-
cessariamente concordarao nas distancias coordenadas entre dois pontos, mas sempre
concordarao na distancia fisica d¢. Desta forma, d¢ ¢ uma grandeza invariavel (Baumann,
2022). Portanto, a métrica transforma as coordenadas dependentes do observador em

invariantes, o que é fundamental na Relatividade Geral.
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Ainda no ambito da Relatividade Geral, temos outro objeto essencial: métrica
do espaco-tempo. Nesse caso, as coordenadas dependentes do observador z* = (t,z%) se

transformam no elemento de linha®? invariavel

3
ds® = ng,dx“dx” = gdadx”.
[T8%

Assim, a métrica é g, = diag(—1,1,1,1). A maneira como a métrica varia ao
longo do espago-tempo é determinada pela distribuicao de matéria e energia no universo.
Além disso, o universo obedece, em grandes escalas, ao Principio Cosmologico e, por
isso, pode ser representado por uma sequéncia ordenada no tempo de fatias espaciais
tridimensionais, ) ,, cada uma das quais é homogénea e isotropica. O elemento de linha

quadri-dimensional é escrito como
ds® = —dt* + a* (t) di?,

sendo d(* = v;; (2*) dz'dz’ ¢ o elemento de linha em Y, e a(t) ¢ o fator de escala, que

descreve a expansao do universo.
INFINITESIMAIS DAS COORDENADAS ESFERICAS

As coordenadas esféricas sao

(
x =rsinfcos¢o
y =rsinfsing
z =rcosb,

\

53Usamos a convencao de somatério de Einstein, onde indices repetidos sdo somados. A assinatura da
nossa métrica serd (—, +, + ,+), ou seja, o tempo sera indicado como negativo. Comentamos que junto
ao tempo a velocidade da luz esté inclusa, porém ao longo deste trabalho utilizamos ¢ = 1 (Baumann,
2022).
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e os infinitesimais associados sao

ox ox ox
dr = a—dr—l—%cwqt 8¢d¢

dy dy y
d —Zdr dQ —d
Y = B + + 20 o,
0z 82

Em cada termo, obtemos

dx = sin 6 cos ¢dr + r cos 0 cos ¢pdf) — r sin 6 sin pdo,
dy = sin 0 sin ¢dr + r cos 6 sin ¢pdf + rsin 6 cos ¢d ¢,
dz = cos Odr — rsin 6d6.

Sabendo que
dx* = dz® + dy* + d2?,

precisamos obter dz?, dy?e dz?. Iniciamos fazendo

dx® = (sin 6 cos ¢dr + r cos 0 cos ¢pdf) — 7 sin  sin pd)
X (sin @ cos ¢pdr + 1 cos 0 cos ¢pdf — 1 sin 0 sin pd )

dai

da? = sin? 6 cos? ¢dr® + r? cos? 0 cos? ¢pdh* + r? sin? 0 sin? pdo?
+ 27 sin 6 cos @ cos? ¢pdfdr — 2r sin’ f cos ¢ sin pdpdr — 2r? sin 0 sin ¢ cos 0 cos pdOda,

ademais

dy?® = (sin 0 sin ¢dr + r cos O sin ¢df + r sin 0 cos pde)
X (sin @ sin ¢dr + r cos 0 sin ¢df + r sin 0 cos pd)
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entao

dy? = sin? 0 sin® pdr? + r? cos? 0 sin? ¢pdh* + 12 sin® 0 cos? pdp>

+ 2r sin @ sin? ¢ cos Bddr + 2r sin® O sin ¢ cos ¢pdrde + 2r* cos 0 sin ¢ sin 6 cos pdpdl
e por fim

dz* = (cosfdr — rsinfdf) (cos @ dr — rsin 6 df)
= (cos 0 dr)* — 2r cos O sin 0 dr df + (rsin 6 d)* .

portanto
dz* = cos® Odr? — 2r cos 0 sin Oddr + r* sin® 0dH*.
Agora juntamos todos esses termos em dx?, veja

dx* = [sin® 0 (cos® ¢ + sin® @) + cos® 0] dr? + r* [cos® 0 (cos® ¢ + sin® ¢) + sin® 0] d6?

+r?sin® 6 (sin2 ¢ + cos? gb) d¢? + 2rsinf cos [(0082 ¢ + sin® <Z>) — 1} dOdr

concluimos

dx? = dr* + r2d#* + r? sin® 0d¢?,

pois conhecemos a identidade trigonométrica sin?6@ + cos># = 1. Para mais, para que

possamos efetuar a transformagao da Eq. (2.3) precisamos de

X - dx = xdr + ydy + zdz
= rsinf cos ¢ (sin 6 cos ¢dr + r cos 0 cos ¢pdf — rsin 0 sin pdo)
+ 7 sin @ sin ¢ (sin 0 sin ¢pdr + r cos 0 sin ¢pdf + 1 sin 0 cos pdo)
+ 7 cos (cos Odr — rsin 6dh)
= rsin®f (0052 ¢ + sin® qb) dr + r?sinf cos @ (C082 ¢ + sin® gb) do
+ 7 cos® Odr — r cos Or sin 0df

=7 (sin® @ + cos*0) dr
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que resulta em

X - dx = rdr.

Por fim, também precisamos de x? = 22 + y? + 22, assim

x? = (rsinf cos ) + (rsinfsin ¢)* + (rcos)” = r?sin® 6 + r? cos? § = r2.

DERIVACAO DE TENSORES

Veremos como acontece a derivagao de escalares, vetores e tensores conforme uma
transformacao de coordenadas geral. Iniciamos considerando uma derivada parcial de um
campo escalar, d,¢. Ja que ¢' (2') = ¢ (x), temos

09 (o)

ozt '

9.8 (a)

sabendo que dz’* passa por uma matriz de transformacao S* percebemos que ha uma
14

implicita na derivacao

ol N ox” a¢ (ZE)
0,9 () = ozx't Oxv '
mas podemos definir
ox'*
[T
St = R
Logo,
AW — v 8¢ (33) _ v
9,0 (2) = (S l)u o (S l)u 0y ().

Notamos que 0,,¢ transforma-se como um vetor covariante. Fica mais interessante
quando tomamos a derivagao parcial de um vetor, 0\V*. Vemos isso quando fazemos

915", (x) V¥ (z)] _ 0x% 0[5, () V¥ ()]

AV () = ox'* —Ox 0x° ’

onde novamente abrimos a derivada em uma func¢ao explicita e escrevemos a inversa da

matriz de transformacao. Entao, aplicando a regra do produto, temos

V' (z)

RV (a') = =

= (S’l); St (x) 0,V (x) + [(Sfl); 9y 5", (x)| V¥ (x).
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O resultado anterior mostra que ha um termo que corrompe a derivada. Por isto,
buscamos definir uma derivada onde apesar da transformacao, ainda resulta em um tensor.
Seguimos a estratégia do acoplamento minimo, onde 0 — V = 0 + I'. Assim, invés de

escrevermos J,V'", temos:
v v —1\ A
Vv =8 p (S )J V\V?.

Até agora, foi calculado como funciona a derivagao covariante de um vetor contra-
variante dada pela Eq. (A.8). Para determinar como a derivada covariante atua em um

quadri-vetor covariante, assumimos um escalar f = W, V" e fazemos
— 14
V.f=V,(WV").

Aplicamos a regra do produto nos dois lados da igualdade, impondo que 9, f = V. f

e operamos a derivada covariante, temos
oW,V +w,(0,V") = (VW) VY + W, (V, V")

podemos cancelar o termo V*. Portanto:

VW, = (0,W,) — WoIe, | (A1)

Note que a diferenga entre o resultado apresentado nas Eqs. (A.8) e (A.1) é o sinal de
positivo e negativo e ha o simbolo I'}, que seréd trabalhado na proxima Segao A.

A derivada covariante de um tensor misto 7%, pode ser calculada quando conside-
ramos um escalar f = T" VYW, e escrevemos 0,f = V,f. A partir dai o raciocinio ¢

analogo ao exposto para obter a Eq. (A.1). Dito isso, vemos

Opf = (V,TH ) VW, +T" (V, V)W, +TE VY (V,W,)
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e dai expandimos o lado esquerdo da igualdade, obtendo

(0, TH) VYW, + T, (0,V") W, + TE VY (0,W,) = (V,TH) VYW, + T, (V, V) W,
+TE VT (VW)
+ TV (0,W, — T3, W,) .

e agora buscamos fatorar o termo V¥W, fazendo uma troca de indices mudos, veja

(0,TH) VYW, = (V, T ) VYW, + (T T% ) VoW, — (T Te,) VI W,

v Voo v op
0,TH ) VW, = (V,TH ) VW, + (T*TS,) VYW, — (T TE ) VYWV,

Entao, finalmente rearranjamos e obtemos

Vv, =0,T", + Tt 1T =TT |

Vale comentar que as equagoes relativisticas devem ser construidas com derivadas
covariantes e nao com derivagoes parciais. Uma prescricao para atualizar equacoes que
valem em um espago plano para um espaco-tempo curvo é fazer d, — V,. A exemplo,
vimos que a conservacao do tensor energia-momento na relatividade especial implicava
0,T" = 0. Na RG, teremos

Vv, T" = 0. (A.2)

A exigéncia do T}, se conservando covariantemente esta diretamente ligada a ne-

4

cessidade das leis de conservacao® se preservarem mesmo na adicao de um espaco-tempo

curvo relacionado ao I' quando aplicada a derivada covariante.

ACAO RELATIVISTICA

Na mecénica analitica, a acao é uma quantidade fisica fundamental que descreve o
comportamento dindmico de um sistema. A acao, geralmente denotada por S, é definida
como a integral ao longo do tempo de uma funcao Lagrangiana L, que depende das

coordenadas generalizadas, suas velocidades e o tempo.

%4 Com mecanica classica sabemos que a energia e momentos (linear e angular) devem se conservar.
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A acao relativistica deve envolver um escalar de Lorentz, de modo que todos os
observadores obtenham o mesmo valor para o calculo. Um candidato natural para isso
é o tempo proprio, pois todos os observadores concordam com a quantidade de tempo
decorrido em um relogio associado a particula em movimento. Com isso, a agao de uma

particula pontual relativistica é

S = —m/dT, (A.3)

onde 7 é o tempo proprio ao longo da linha de mundo da particula e m é a massa.
EQUACAO GEODESICA

Agora, vamos usar a Eq. (A.3) para estudar o movimento das particulas em espago-
tempo curvado com métrica g,,. Considerando uma curva arbitraria ¢ que conecta dois

pontos p e q e satisfaz ds? > 0, veja Fig. 18.

Figura 18 — Ilustracao de curvas que conectam dois pontos em um espago-tempo. Para que
um caminho seja geodésico, sua acao deve ser minima, o que significa que
pequenas variagoes no caminho ndo devem alterar o valor da agdo (Baumann,
2022).

Fonte: Ref. (Baumann, 2022).

Na auséncia de quaisquer forgas nao gravitacionais, as particulas seguem trajetorias
especiais no espago-tempo curvado, chamadas geodésicas, as quais possuem ag¢ao extrema.
A principio, introduzimos um paradmetro A para etiquetar os pontos ao longo de uma curva
x* (A), com condigoes iniciais € (0) = p e € (1) = ¢. Perceba que até mesmo a coordenada
temporal 2° esta parametrizada.Isso é necessario para tratarmos o tempo e o espaco de

forma equivalente. A acao para a curva % pode ser escrita como

! ! dzt dxv
H —— — 1 V — — — _—
S [z (N)] m/o V —Gudrtd m/o dM | =g N (A4)
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Aqui, definimos

e escrevemos:
S = —m/d)n/—gw,:'c#:i:” = —m/d)\y2,

onde y* = —g,,#"i". A equagdo de Euler-Lagrange

d(ofN _9f _,
d\ \ 0zr oxp

nos permitira calcular qual a funcdo geodésica. Assim, substituimos a funcao f = 12,

aplicamos a regra do produto no primeiro termo e definimos % =0,

d o\ ., [0 "
O L )| T

Na Eq. (A.5) notamos que ha uma delta de kronecker, de maneira que

oir 0
A

Contraimos os indices mudos através da delta e obtemos

— (g @ + gupt") — 0,9, 3" 3" =0,

dA

manipulamos no primeiro termo o indice mudo fazendo v = pu e sabemos que o tensor

métrico é simétrico, assim g,, = g,,. Desta forma,

d , ey
o\ (2g,,%") — 0,9, 2" 1" = 0.

Ainda no primeiro termo, aplicamos a regra do produto, fazemos i+ =

reescrevemos o primeiro termo em termos de uma derivada implicita, obtendo:

ox” dg d dx*
9 i\ @ — 0,g,,F" " =0
[(iaA 8x”):t 9oy dA] PGyt =0,

dividimos a expressao por 2 e fazemos algumas manipulagoes algébricas. Percebemos que,

eventualmente, ocorre uma permutacao ciclica dos indices. Além disso, multiplicamos
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d ~ )\p . .
toda a expressao por ¢g*?, pois assim, notamos
Ap TR Wy
g gput =07, ",

e dai:

1 s )
égAp (Ovgpp + 0ugpy — 0pg) THE” + (5Aux“ = 0.

Podemos contrair o indice mudo g com auxilio de (5/\u e definir o coeficiente de conexao,

ou, simbolo de Christoffel:

1
FI)/\[J, = ig)\p (azzgp,u + 3,19,» - apg;w) . (A6)

Assim, finalmente, calculamos a equagao de movimento para uma métrica com curvatura

ou equagao geodésica:

S N ] (A7)

Para mais, é também 1til escrever a equagao geodésica em termos da quadri-
velocidade U* = da# /dr. Utilizando a regra da cadeia, escrevemos:
d dx® OU*

LU (@ (7)) =

o
dr Oz ox®’

entao a equacao de movimento seré

[
ue (aU + rgﬁUﬁ) = 0.

ox®

O termo dentro dos parénteses é conhecido como derivada covariante do quadri-vetor

contravariante e é definido como

VoU* = 0,U" +TH,UP | (A.8)

Consequentemente, a equagao geodésica é simplificada para a forma:

U*v, Ut =0.
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TENSOR DE EINSTEIN

Adiante, discutiremos como a curvatura do espaco-tempo é determinada pela dis-

tribuigdo de massa local (Baumann, 2022). Estamos na busca da seguinte relagao:

medida local da medida local da

curvatura do espago-tempo ensidade energia-estresse

Iniciamos com o lado esquerdo da igualdade.
FORCAS DE MARE E CURVATURA

Nesta secao, estudaremos as aceleragoes relativas de duas particulas teste, que
resultam da forca de maré atuando nas particulas que caem em espaco-tempo curvo.
Primeiramente, analisaremos esse movimento no limite Newtoniano e, em seguida, na
Relatividade Geral. Descobriremos que o movimento é determinado pelo tensor de
Riemann, um objeto fundamental na geometria diferencial. Em um espago-tempo curvo,
as geodésicas paralelas nao permanecem paralelas, o que constitui uma forma de medir
a curvatura do espago-tempo. Analogamente ao espaco Euclidiano, onde linhas paralelas
nunca se encontram, no espaco-tempo de Minkowski, geodésicas paralelas permanecem
paralelas eternamente. No entanto, essa caracteristica muda no contexto de um espaco-
tempo curvo.

Assuma duas geodésicas separadas por um vetor infinitesimal B*, ilustracao visu-

alizada na Fig. 19.

Figura 19 — Evolucado de duas geodésicas com separagdo B, num espago-tempo curvo. A
aceleragao relativa das geodésicas depende do tensor de Riemann e &,
portanto, uma medida da curvatura do espago-tempo (Baumann, 2022).

ru
B;(

Fonte: Ref. (Baumann, 2022)
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Definimos, a seguir, a velocidade relativa de duas geodésicas como uma derivada

covariante direcional do vetor B* ao longo de uma das geodésicas

DB#
VH =
Dt
dai fazemos
dz? dz¥ OB* dz¥ dB*
I“L: v ‘u‘: H F'u @ = F'u a: — F“ v a.
v U'v.B dr (0, B" + T B%) dr Oxzv + dr vaB dr T 1LUTE

Este resultado é possivel pois sabemos que U” = dx”/dr e também conhecemos
a derivada covariante, dada pela Eq. (A.8). Similarmente, temos a aceleracao relativa.

Para demonstracao, temos o seguinte roteiro

D?Br M B# B
DB AV geye = (B pw gepe) e
D72 dr d

AP
dr \ dr

- rgéUWst) ,

T

quando aplicamos a propriedade distributiva e a regra do produto, obtemos

2Br dr* g dB° dB°
Al = e U B Tl B T U TR U + T UM TS U7 B,

alterando 0 — « no quinto termo, enxergamos

?Br  dT® U dB° dB°
Al = — UV BY 4 T = B 4 T U —— + T, U —— + T, U T U B,

j& que temos simetria na conexao afim I' =T . Por isto,

d*B* dI~ dUv dB®
AP = —YaVBY 4 T —B* 4 2T UY—— 4+ " U'T°,U"B°.
dr? + dr e dr telva dr tlov 9
Seja
dre,  daf OTH,
dr — dr Oxr
€
du”
= -T%070°

dr
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entao A" seréa:

v (03 v (0% I/dBa vTo
) U"B*+T%, (-T%,U"U°) B* + 2% U - trevu r7U"B’.

AH

B d?B* dxf oIt
- dr? dr OxP

Podemos alterar alguns indices mudos para conseguir colocar U*U?YB? em evidéncia. Por-
tanto, a expressao a seguir

_ &Br dB°

A* 2r# v
dr? +20.U dr

+ 8,4 UPUYB* — Tk Y U"UP B + T, TU U B,

serd transformada em

d? B dB% s 5 5 5
Al = = 4 2D, UM —— 4 O, T U0 B = D00, U0 BY + T4, T3,U" U7 B
d*B" udBa o v
- dr2 + QF/JQU ? + (aWFﬁd - F'\B/VFZ(S + F‘gu 'yé) U U,YB(;'

Buscamos identificar quais sao os dois primeiros termos. Para isso, iniciamos de-

finindo duas geodésicas que estao paralelas momentaneamente e separadas por B*. Por

conseguinte,
d%at dz” dz*
re =0
dr? Tl dr dr
e
’z* o, dT’dz®

dr? Tla dr dr
Sabendo que I'", = I'* (7#), onde 7# = z* + B*, entdo a expansao em Taylor para B*
resultara em
[, =Tl + 0510, B’
Logo
d*z*  d*B* 51 o\ [ :
W‘FW—F [Pﬁa—i—(aérﬁa)B} (l‘ + B ) <$Q+Ba> = 0.
Em seguida, vamos efetuar a propriedade distributiva. Ressaltamos que B* < 1, por isto
B' < 1, ou seja
Pzt d*B*
dr? dr?

+ T, (rﬂx" + iV B* + B”j;a> + (05T ) B°&¥ ™ = 0,

pois no termo derivado da expansao em Taylor os tnicos termos que sobressaem sao os
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que nao possuem vinculo com a velocidade da separacao B*. Portanto, organizamos como

&t &B" o
T Tl T T (7B 4 BYi® ) + (BT, B = 0,
mas
Lot
d;f; FTE G = ()
Por isto,
&2 B*

+ I iV B + T8 BYi® = — (95I'%,) B®i"i°.

dr?

Fazemos alguns ajustes nos indices mudos e reescrevemos ¥ = U%. Entao,

d?>B"
dr?

+ T i¥B® + TF B = — (0,1, B°U U*,
porém recordamos da simetria para concluir I'¥, = I' . Além disto, no lado direito da
igualdade escrevemos o — -y, dai

d? B*
dr?

+ 2% & BY = — (9,I'L)) B°U U™,
Finalmente, substituimos:

AF = — (95T ) BPU U + (0,5 — T%,Ts + T4, I75) U'U' B

ov yo

= — (0sTY, — 0,05 + T5, T — T4, T75) U B°

v ovt Yo

e notamos que na ultima linha é necessério fazer um ajuste de indice mudo alterando

o — (. Consequentemente
v 1
A = — (5T, = 0,Tlty + T4, Ty = T, 105 ) UU7 B,

Aqui, definimos finalmente o tensor de Riemann:

Rl 5= 05Tl — O, Thy + IO Ty — T, I | (A.9)
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Concluimos que a aceleragao relativa sera

D?B*
Do = R
T

ADIVINHANDO A EQUACAO DE EINSTEIN

Nesta secao, inicialmente, iremos estimar a equagao de Einstein por meio de um
chute. A partir disso, construiremos uma acao para a métrica e derivaremos a equa-
¢ao correspondente para o movimento. Estamos, a priori, em busca da generalizacao
relativistica da equacao de Poisson V2® = 47Gp. Sabemos que a densidade de energia
corresponde & componente temporal do tensor energia-momento, ou seja, p = Ty, 0 que
sugere que o tensor T*”deve aparecer no lado direito da igualdade que estamos buscando.
Além disso, sabemos que a generalizagao relativistica do potencial gravitacional ® é a
métrica g,,. Ao analisar o lado esquerdo da equagao de Poisson, notamos que ha duas
derivacoes atuando no potencial. Isso nos leva a cogitar que o operador d’Alembertiano
U = V?V, deva atuar sobre g,,. No entanto, essa suposi¢ao nao condiz com a realidade,

pois devemos considerar a condigao de metricidade

Vag,uz/ =0\ (A10>

Essa condicao é fundamental em varias teorias, especialmente na Relatividade Geral,
is impo lagao ent 6t ao I . El t t t

pois impoe uma relagao entre a métricag,,, e a conexao I';,. Ela garante que o transporte
paralelo® preserve os produtos escalares e a estrutura geométrica do espago (Wald, 1984).

Para inferir corretamente a equacao de movimento, precisamos do traco do tensor

de maré. Como o tensor de Riemann, dado na Eq. (A.9), é o equivalente do tensor
de maré na RG, ttomamos seu traco para estabelecer uma conexao com V2®. Por isso,

definimos o tensor Ricci:

R =R, =0, — 0,0, + T3, — rergp . (A.11)

550 transporte paralelo descreve como vetores sio "transportados" ao longo de uma curva em um
espago-tempo curvado, de maneira que o vetor nao sofra rotagdo ou mudanca em sua direcao quando
movido ao longo da curva. Em outras palavras, o transporte paralelo de um vetor significa que ele
mantém suas propriedades geométricas enquanto é deslocado ao longo de uma trajetoria, levando em
consideragao a curvatura do espago-tempo (Baumann, 2022).
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UM PRIMEIRO E UM SEGUNDO CHUTE

A primeira suposicao do Einstein para a equagao de campo da RG foi
?
R,, = KT,

onde k é uma constante. No entanto, essa suposi¢ao nao é vélida, pois, em geral, temos
VHR,, # 0, o que ¢ inconsistente com a conservacao de energia, que na RG ¢ descrita
por V#T,,, = 0. Para provar este argumento, utilizamos a identidade Bianchi (Baumann,

2022; Bianchi, 1902).°¢ Veja:

0= gkag,u,p (v)\Ruupa + VVR)\W)U + V,U,Rl/)\pa>

= VR, +V, (¢""R,,) + V° 4" (—Ravpo)]

npo

— V°R,, — V,R+V’R,,.

Nas contas acima foram utilizados propriedades do tensor de Riemann e também a noc¢ao
do tensor de Ricci. Na ultima linha deste resultado, foi obtido um termo conhecido como

o escalar de Ricci, definido matematicamente como

R=g"R,,| (A.12)

assim, temos

V°R,s = V,R— V"R, # 0.

Considerando a expressao V°R,, — V,R + V*R,,, fazemos uma alteracao nos
indices mudos, com o objetivo de obter, posteriormente, um resultado que obedeca a
CONServagao:

ViR, -V, R+V*R,, = 0.
Sabendo que R,, = R, temos

1
2V Ry = VR = V' Ry = SV, R (A.13)

56Esta identidade afirma que a soma das permutacdes ciclicas dos trés primeiros indices de V ARy oo
se cancelam (Baumann, 2022).
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Mostramos, finalmente, que o argumento introduz uma problematica contrariando a con-

servagao. Para que isso seja resolvido, notamos que a Eq. (A.13) pode ser escrita como

1
V'R = 5V,R=0= V'R, ~ gWV“g =0,

logo concluimos:
1
\Ya (RW - §gWR> =0. (A.14)

A conclusdo da Eq. (A.14) sugestiona uma medida alternativa de curvatura, cha-

mada de tensor de Einstein, definido adiante

1
GMV = Ruy - §LCJWR ) (A15)

que é consistente com a conservacao de energia do tensor energia-momento. Até agora,

nosso chute resultou em

°

G = KkT),,. (A.16)

Para mostrar que esta equacgao esté correta, vamos reduzi-la & equagao de Poisson

no limite newtoniano na préxima secao.
EQUACAO DE EINSTEIN

E conveniente escrever a equacao de Einstein de uma maneira ligeiramente dife-

rente, quando contraimos os dois lados da Eq. (A.16). Entao

1
g Ry, — §9W9WR =kl = R—2R = KT,

pois sabemos que g"’g,,, = 0", =1+ 14141 =4, dai concluimos

R = —kT. (A.17)



137

Substituindo a Eq. (A.17) na Eq. (A.16), temos a equagao de Einstein com trago-reverso

1 1
Ry — 5w (—=KT) = KT = Ry = £ <le - §9WT) : (A.18)

Neste regime newtoniano, o tensor energia-momento assume a forma de um fluido

sem pressao (Baumann, 2022). Sabemos que o tensor tenha a forma

TOO TOl T02 TOB P 00 0
TlO Tll T12 T13 00 0 0
TII‘V = =
T20 T21 T22 T23 0000
TSO T31 T32 T33 00 0 0
Especificamos T% = —p e calculamos seu escalar T' = ¢"°Tyy = (—1) p. O componente
temporal da Eq. (A.18) sera
1 1 1
Roo = Kk | Too — QQOOT =Klp—3 (=) (=p)| = Sfip- (A.19)

E de nosso interesse entender Ry, no limite estatico de campo fraco, onde a métrica
g pode ser escrita em termos da métrica de Minkowski e uma perturbacao, isto é,

G = N + hy (Baumann, 2022). O componente temporal do tensor de Ricci R, seréd
Ry = Rio = 0iTh, — 90Ty + F;’/\F())\O - Fg,\r?o-

Ignoraremos os termos da forma I'?, pois sao de segunda ordem na pertubacao da métrica,
que a priori é |h| < 1. Sabemos também que a perturbacdo é independente do tempo, o
que implica que a derivada 9y}, = 0. Além disso, ¢ importante notar que a conexao I

contém g, o que resulta em uma redugao de termos. Veja:

Agora, ¢ necessério descobrir quem é I'fy,. Por isto, iniciamos escrevendo o simbolo

de Christoffel

Lo = 59” (Oogox + Fogor — Orgoo) = §QM (200g0xr — Orgoo)
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e substituimos a métrica g, e g":

. . . 1 . .
o = (77”\ — h“\) (200 (Mox + hox) — O (Moo + hoo)] = 5 (772)‘ — hM) (200 (Moo + 10j) — Oxhool »

DN | —

mas os termos que envolvem a métrica de Minkowski sao reduzidos a zero quando efetuadas

suas derivagoes. Por fim,
. 1 . 1.,
FZJ)O = —57]M6’Ah00 = —581}100.
Se Roo = 9;I'l)y, concluimos Rgo = 9; (—39"hoo), dai
L |-
R()(] - —581(9 hoo == —§V h()(). (AQO)

Podemos igualar o resultado da Eq. (A.19) com a Eq. (A.20). Desta forma,

1 1
Qlip = —§V2h00 = V2h00 = —Kp.

Sabendo que ma = —V U, escrevemos esta expressao de forma indicial
d*x’ ,
=—-0'?,
dt?
. . 2. i - L.
e buscamos identificar ddTﬁ para calcular hgg e finalmente obter k. Com equagao geodésica

para v < ¢, escrevemos:

2at o (dt\?
ri(—) =0
dr? oo (dT) ’

por conseguinte

dz’ 1 e\ 1.
ST (2o ) () = Z0he.
dr? (277 O 00) (dr) 28 0

Por isto, concluimos hgy = —2P. Dito isso:

1
V2 (—2®) = —kp = V20 = Sfip,
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e com Poisson V2® = 47Gp, podemos concluir que

k = 87(.

Logo, a equacao de Einstein é

G = 87GT,, | (A.21)

Ela descreve desde macas caindo até orbitas planetarias, buracos negros - mas nao sua

singularidade - e a expansao do Universo (Baumann, 2022).
CALCULO DO SIMBOLO DE CHRISTOFFEL COM INDICES IGUAIS

Conhecendo a definigao:

(0% 1 0%
F,u,l/ = 59 7 <8ng + augwu - avg;u/) )

escreveremos uma conexao que sera relevante para futuros céalculos, sendo ela:

F/;)\ — %gﬂ'y (aug)\,y -+ 8)\g'yp, - aVQ#A)

= % (g%uawg/\,u + glwakgvu - gﬂ’yavgu)\)
= % (guwa’ygu)\ + giwax\g'y,u - gw/a’yg,uk) )

na terceira linha foi trocado os indices mudos u — < e na quarta linha utilizamos a
propriedade da simetria da métrica, assim temos

1 1
FZA = ngax\gw = 59’”3,\9,”.

Assim, relacionamos finalmente a conexao afim com a derivada do determinante

da métrica g,, quando fazemos

1

1 1
OV =9 = 5V=99" NGy = 59" Opg0 = Ner

OV —9,

entao

oL g \/_—g:a(l“—;/__”:apmm. (A.22)
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DERIVACAO PARCIAL DO DETERMINANTE DA METRICA

Buscamos efetuar o determinante da matriz A seguindo a Ref. (Cuzinatto, 2014).

Sabemos que é possivel escrever a matriz em termos de componentes, por isto:

3
a=detA = E ;;Cij,
Jj=1
onde ¢;; sao os componentes cofatores e nao contém os elementos da matriz a;; associado,
ou seja, sao constantes. A derivada parcial do determinante a em relagdo a um elemento

genérico a,,, sera

o 7 (s ~ Oy o
Y Zaij% - Z aamnCij = Z‘S i0"Cij-
j=1 j=1

j=1

As derivadas resultam em uma delta de Kronecker, pois s6 serao diferentes de zero

quando estiverem em relacao ao mesmo fator. Assim, contraimos os indices

Notando que a derivada do determinante em relacao & um componente genérico depende

implicitamente de a;;, escrevemos

Ja da Oayj

8amn aaij Gamn .

Estendemos este raciocinio para uma derivagao em relacao a uma coordenada, visando

aplicar esta analogia ao determinante da métrica g,, em relagao a z*. Portanto,

da . Oa 8aij . 8aij
ork  Oay; Oxk

= Ci]’ axk .

No6s sabemos que a nogao da matriz de cofator transposta c;; esté relacionada com

o determinante da matriz geratriz e da sua inversa, isto é

-1 _ L 7
detA '’
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entao podemos reescrever como

1
-1
a.. = _C‘Z'
1] a Jv
portanto
1
Assim, finalmente, temos para c;; = aj_z-la
da 86@'
— g 1q 2%

oxk 7T Ok’

Podemos utilizar a definicao 0y = %, para notarmos

Opa = a;ﬁaaka,-j.

Dai, para estender esse resultado a g = detg,, podemos escrever

L—
oxr YR Qgp

Vale comentar que para o tensor métrico, a matriz inversa é o conjunto das com-

ponentes contravariantes, ou seja
-1 _ -1\ _ v
g - (g,uzx) =g .

Conhecendo a simetria da métrica utilizada, temos

Gou = 9" = 9"

Assim,
g g
_ pv ZIHY 0.qg = |24
=49 = 0pg = 39 Guv-
OxP OxP P Pan
A relacao entre a métrica contravariante e a métrica covariante é dada por uma
delta de Kronecker e com ela tracamos um caminho para escrever o resultado anterior

com termos trocados, veja
g“pguu = 5py7 (AZS)
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se fazemos p = v, temos
GG =067, = + 8 + 0+ =1+1+1+1 =4

Dai,
9 (9" gp) = 0, (4) = 0

e também

0y (9" 9uv) = (0p9"") Guv + 9" (OpGu) »

entao teremos

(9:9") Guw + 9" (0p91) = 0 = ¢" 091 = — 91 0,9"""

Logo

0p9 = 99" 0pG1 = — 99,09 | (A.24)

Aqui, fazemos um adendo que eventualmente serd necessario conhecer quem ¢ d,g.

Sabemos que ha um paralelo entre 0 e §, por isso concluimos

899 = 99" 039, (A.25)

Com a Eq. (A.24) estudaremos 0,,/—g. Iniciamos fazendo

(—9)7%8,(~g) = —% (—9)"? 8,9

N| —

V=9 =0, (_9)1/2 -

no ultimo termo podemos substituir a derivada do determinante que calculamos a priori.

Entao,

OV —9=—5 (_9)_1/2 99" OG-

Agora racionalizamos:

1 v
——9vV—99"" 090,

1 1 =g 1
8 A/ — e Mya v = —=
’ 2y =gy g 2(—9g)
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portanto, o resultado desta secao ¢é

1
O/ —9 = 5\/—99“”0,)9“,, ) (A.26)

Para contas com ¢, o raciocinio é analogo. Por isto, aproveitamos o resultado e

obtemos:

1
O/ —G = 5\/—5157“”8,)57”,, . (A.27)

ACAO DE EINSTEIN-HILBERT

Através do PMA, é possivel demonstrar a equacao de Einstein de maneira alter-
nativa. Para isso, a agao deve ter um integrando escalar, que seja uma medida local da
curvatura espacgo-temporal e, no maximo, de segunda ordem em derivadas da métrica
(Baumann, 2022). O tnico objeto que satisfaz essas condigoes é o escalar de Ricci, o que

nos leva a conhecida agao de Einstein-Hilbert Carroll, 2019; Ryder, 2009; Wald, 1984)

S = / d*z/—gR, (A.28)

onde g = detg,, ¢ o determinante da métrica. O fator \/—g foi adicionado para garantir
que o elemento de volume d*z\/—g seja invariante sob transformacoes de coordenadas
(Baumann, 2022). Sabemos que o PMA ¢é escrito como §,Sg.n = 0, quando variamos a

acao com respeito a métrica. Entao, conhecendo a definigao do escalar de Ricci, fazemos

0gSEH = /d4x(59 (\/—gg“”Rw) =0,

e a partir da equagao acima realizaremos uma sequéncia de operacoes. Iniciamos aplicando

a variacao em cada um dos termos dentro do parénteses. Veja

0gSEH = /d4x [(59\/ _g) 9" Ry + V=9 (639") Ry + v/ — 99" (69RAW)} =0, (A.29)
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daf resolvemos d,1/—g, pois conhecemos quem ¢ g. Entdo, seguindo a Ref. (Ryder, 2009),

percorremos oS seguintes OS passos

dy (—detg,w)l/2 = % (—detg,w)*l/2 d (—detg,,)

notamos que é necessario também entender quem ¢é §,g = ¢ (detg,, ). Assim, na Secao A

deste mesmo Apéndice, mostramos que

099 = 99" 09 = — 99 0,9""

Assim, é valido fazer a substitui¢cao, quando multiplicamos e dividimos por /—g

o lado direito da igualdade:

1 1 y 1 ,
dgv/—9g = N (99" 649,0) = 3V —99" 099 = —5V —9G0049"

Munidos deste resultado, substituimos na Eq. (A.29) e a separamos em trés integrais.
Vale comentar que haverd uma troca de indices mudos ja que nao é possivel escrever

termos iguais na mesma sentenca

dySEH = /d T (——\/ 99,,049" > ’”Rpg—l— d /=g (0,9") R
+/d4x\/—gg“” (0gR,) = 0.

Precisamos estudar quem é o tltimo termo deste resultado. Sabendo que a identidade de
Palatini® seja

SR = Va0, h, — V,id,T3,

escrevemos, ja que g"'V, = V,gM":

V=99" 4R = V=99" (V28,1 — V,6,T%,)
= V=9 [(Vag") 6,07, + Va (9" 6,15,) — (Vug") — Vo, (¢"6,13,) ] -

STDemonstracio feita na Secao A deste Apéndice.
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Conhecendo a Eq. (A.10), temos

V=99""64Ru = /=g [V (g“”égl“,fu) -V, (g“”égl“ﬁu)} :

Novamente aplicamos a regra do produto e utilizaremos o fato de que Vy/—g = v/—gV\ =
0.

V=99" 03B = [(V=9V1) (¢""3,T,) + Vi (V=99"0,T3,)
— (V=9.) (¢"6,T%) — V. (vV=99""6,T3)]
= [Va (vV=99"6,T,) — V. (V=99"5,T3,)] -

Ja mostramos que

VVE = 8, (V=gV*).

no resultado vinculado a Se¢ao A deste Apéndice, por isso podemos escrever
VG =V, (VYY) = 0, (V).
Logo, fazemos uma extensao ao nosso problema
V=99" 4R = [0x (V=99"8,17,) = 0 (V=99""8,T3,)]
no ultimo termo trocamos o indice mudo v — A, dai obtemos
V908, Ry = [0 (V=507 6,T) — 01 (V=961

Dito isto, agora a derivada parcial de ambos os termos ¢ a mesma e assim colocamos a

em evidéncia, veja:

V"8, By = 00 (V799 8, — a9 T

Neste resultado, definimos um vetor contravariante escrito na forma

W = /=99 6,00, — V=99" 0,1,
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Portanto,

V—=99"" 4R, = W,

Em notacgao indicial, sabemos que d, é o analogo ao operador gradiente e este
operador atuando em um vetor retorna um divergente. Este raciocinio é estendido neste

resultado. Sabendo que o Teorema de Gauss seja

/d4x8)\WA:/ Ern W,
Q a0

onde €2 é o termo de volume, 0f2 o termo de superficie e n”o vetor normal, temos para o

NnoSSO caso

/d%@AW’\:/ d%n,\\/—gg“”%Rw.
Q

o0
Para entendermos como a variacao do tensor de Ricci funciona, expandimos o para

visualizar seus componentes
1
69RLW = 59)\0 [V,\VZ, (55190#) + VAVAL (551901/) — ViV, (5957#”) - V,,Vu (599Ao)] .

Na integral de superficie, isto é f 50 d*z, sabemos que d,g,, = 0 pois a variagao

ocorre somente dentro dela e nao em seu contorno, vide Fig. (20).

Figura 20 — Um espaco-tempo 2 com limite J€); a variagao do tensor métrico desaparece
na fronteira (Ryder, 2009).

/an

8g,,=0em dQ

Fonte: Adaptado de Ryder (2009).
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Logo, concluimos que

/d4x\/—gg’“‘”(59RW = 0.

Assim,

1
381 = /d% (—5\/—ggu,,599‘“’> 9" R, + /d4x\/—g (049") Ry

Agora, iremos manipular algébricamente os indices apresentados no resultado acima.

Iniciamos colocando alguns termos em evidéncia:

1
5gSE-H - /d4x\/ -9 [R#v - égﬂl/ngRpo"| 5gg‘l“/ =0,

e contraimos os indices p,o, dai obtemos o escalar de Ricci R

1
5gSE—H = /d4(£v —g (R’u,y - §g,u1/R) 5gg'uy == O (A30)

Conhecemos a forma do tensor de Einstein, dada a Eq. (A.15), sendo a mesma que
encontra-se dentro dos parénteses acima. Ja que na integral do hipervolume d,g"" # 0 e
/—g faz parte do invariante de escala, entao, para que a acao seja extrema, a variagao deve

desaparecer para qualquer valor de d,¢*”. A condicao citada somente acontece quando
G, =0, (A.31)

que representa a equacao de Einstein no vicuo. Quantitativamente,

0gSEH = /d4x\/—gGw5gg“” =01
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INCLUINDO MATERIA NA ACAO EH

Ademais, incluiremos a matéria no Universo. Assim, para alcangar a equagao de

Einstein em circunstancias fora do vécuo, a acao sera

1
SEH-M = % /d4ﬂf\/ —gR + SM, (A32)

onde a constante x permite uma diferenca na normalizacao relativa da acao gravitacional

e acao da matéria ¢ definida como (Baumann, 2022)

Variando esta acao com respeito a métrica, temos

)
0w

1

A primeira variagao ja sabemos que resulta na Eq. (A.30). A outra varia¢gdo impomos

uma definicao vinculada ao tensor energia-momento:

1
0gSu = —§/d4x\/—gTW5g“” ) (A.34)
Por outro lado, temos
5ySas = / g1y L =9Z) W@W. (A.35)

Comparando a Eq. (A.34) e a Eq. (A.35), vemos:

[t (L) s [ [PTE] s

ogH

Identificamos a igualdade
1 0 (V=9ZLx)
—~/—=qT,, = —Y =)
gV 9t dghv

)

e assim definimos o tensor de energia-momento

_ 2 0V-9Z4)
T = — o= T (A.36)
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Dai fazemos:

1 1
0gSEH-M = %/dd‘xég (\/—gR) - §/d4x\/—gTwégg’W

e colocamos alguns termos em evidéncia:

1 1
5gSEH-M = 5 /d4.’13\/ —g (EGMV — ij> 5991“/. (A37)

A Eq. (A.37) tem, portanto, um méaximo quando o termo dentro dos parénteses igualam-
se & zero, resultando em G, = k7)., uma vez que a variacao deve valer para qualquer

0g"”. Impondo que k valha 87G, temos

G = 87GT,, | (A.38)

A CONSTANTE COSMOLOGICA

Existe outro termo que pode ser adicionado ao lado esquerdo da equagao de Eins-
tein, que preserva a conservagao de energia local, a conhecida constante cosmologica
Ag,, (Baumann, 2022). Fazer esta adi¢do ndo causa alteragao, pois conhecemos a condi-

¢ao de metricidade, dada na Eq. (A.10). Entao, vemos

G + Ng = 87GT,, | (A.39)

Com calculos posteriores, perceberam que a acao a seguir era o resultado da equa-
¢ao de movimento mencionada acima, equacao essa que foi determinada primeiro para,

em seguida, conhecerem a acao que a fundamentava. Assim, dada a acao

1
S = ﬁ/d‘lx\/—g (R—2A) +/d4x\/—g$/fg
= %/d4x\/—g}%+/d4x\/—g$/ﬂ — %/d‘l:p\/—gQA,
K K

aplicamos a variagao em relacao a g. Imediatamente notamos que os dois primeiros termos
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que aparecem na tltima linha acima sdo os mesmo que em (A.32). Por isto

1
5,5=1 / ey =g (G:”

~5 [dev=s (GW
2 K

e ja foi mostrado que

1
Tp,z/) (Sgguy - % / d4$5g (\/ —QQA)

T#,,) 5y — i / 2 [(5,5/9) 20 + V=5 (5,20)]
(A.40)

1
5g\/__ = _5\/__99;“/599#”

Ademais, sabemos que 6,2A = 0, pois d, atua como uma derivada e pelo calculo,

sabemos, intrinsecamente, que derivada de constante é zero. Assim, quando substituimos

(A.40) temos

0,8 = 1/cl‘lx\/—g (G

Lo

Analogo as duas se¢es anteriores, temos que d,4g,, # 0 e d*zy/—g invariante sob

1
TW) 099 + o /d4x\/—ggw,59g“”A

Ag,.
;uz + — ) 5gg,ul/

transformagao. Para satisfazer 0,5 = 0, faz-se necessario

G/J,l/ _ T Agl"l/

. w + =0= G +Agu = KT,

como esperado, dada a Eq. (A.39).

IDENTIDADE DE PALATINI

O tensor Riemann para curvatura ¢ definida em termos da conexao de Levi-Civita,

ou simbolo de Christoffel, expressado na Eq. (A.6), como

RY,, =00, —0,I, + 0Ty, —T0.T),.
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Para demonstracao da identidade de Palatini variamos o tensor de Riemann, e obtemos

0R,, = 0,610, — 8,01, + 610, T, +T0 615, — 6T, T, — 06T, (A.41)

ouy o

Sabemos que a conexao afim I nao ¢ um tensor, porém a variagao 6I'Y_entre
duas conexodes é. Por isso, analisamos como a derivada covariante atua. Pela defini¢ao

deste operador, dado na Eq.(A.8), escrevemos
Vu0l%, = 0,000, + T, 6T, —T),005, —T),01%,. (A.42)

Notamos que aparecem trés gamas vinculados a variagao, pois existem trés indices para
serem contraidos e seus respectivos sinais acompanham se o indice é contravariante ou

covariante. Agora, fazemos um paralelo com 6 Y . Para isto, calculamos quem é V,, 017, .

Entao,

V,0I0, = 8,010, + 06T, —T;,005, —T;,00%,. (A.43)
Dai, escrevemos a subtracao da Eq. (A.42) com a Eq. (A.43)
Vubll, =V ,01%, = 8,610,410, 6T, —T 018, =T, 000, —8,000 ,—T0, 6T, +17, 005 +T5, 617,
Conhecendo a simetria dos indices covariantes no simbolo de Christoffel, temos
Vubll, =V ,01%, = 8,610,410, 6T, —T 018, —T), 000, —8,0T0 ,—T0, 6T, +17, 005 +T5, 617,
Assim, reorganizamos os termos para mostrarmos que 0Rf , =V, 0I0 —V,0T% , veja

Vult, — V000, = 8,01%, — 8,00, + 0T8T + 0,617, — 010, T, — 0,617,

O resultado apresentado acima é a mesma expressao da Eq. (A.41). A variacao

do tensor de Ricci é escrito como

0Ry, = 0RY

opv

= V,0I%, —V,0I%, | (A.44)

Esta expressao é a conhecida Identidade de Palatini.
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DERIVADA COVARIANTE DE UM QUADRI-VETOR

Apresentamos outro calculo utilizado recorrentemente durante as manipulagoes de
equacoes de movimento. Efetuamos a seguir a derivacao covariante de um quadri-vetor

V# veja:

vV, Vi =9, VI +Th vV
=9, V" + \/% (Osv/=g) V*
— 9Vt ¢L__g (0,7 —g) V¥
= \/L__g\/—_gauw + \/% (Ouv/—g) V*
agora colocamos y/—g em evidéncia e fazemos:

V=GV = V=5 (0,V7) + (9,7/=) V.

Pela regra do produto temos 0, (v/—gV*) = (0,v/—9) V¥ + /—g (0,V*), entao isolamos
o termo (0,\/—g) V*:

(0u/=5) V" = (0u/=3V*) — V=5 (0,V") (A1)
dai
V=9V, V* = V=g (0,V*) + (0uv/=gV*) = V=9 (3.V") = (0uv/=9V") .

Portanto, concluimos

1

V.Vt =
vV

(0uv/=gV*") | (A.46)
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APENDICE B — COSMOLOGIA PADRAO

TENSORES DE RICCI E SIMBOLOS DE CHRISTOFFEL FLRW

Neste apéndice, buscamos calcular os tensores de Ricci e os simbolos de Christoffel
necessarios, escritos com a métrica FLRW, para descobrir quem é G,,,. Iniciamos comen-
tando que em todo esse trabalho estamos considerando a velocidade da luz sendo ¢ = 1.

Entao, fazemos

Ry = 8,\F80 - aOFSA + Fiprgo - FS)\FSp
= oLy + 8Tty — doLe — Aol + 10,60 + T3, T60 — Tl — T6:I0,
= 9,0 — 0Ty + 13,00 — T0.To,

= &Téo - aﬂréz‘ + Féorgo + Fﬁjréo - ngréo - ngréjv
mas sabemos que I}, = I'), = I}, = T'), = 0, sendo assim
Roo = =0Ty, — T3, T,
Para resolver Ry, precisamos de cada um destes termos, entao temos

. 0 a . 0 (a._
FZA:_ -1 T — | Z5
Dolo; 0 (t) (C aéj) ot (a5])

e para que ¢; # 0, 7 = j, temos o resultado em 0%, = 3. Logo:

i3 () () (B oo () 2

O outro termo seréa

) ) N2
i v a a; a i i
Ff)z'FOj = (55]1) (551‘) - (a) (5Jz'5j)

Il
VRS
Q|2
~_
[\]
2,
I
w
/T\
~_
[\]
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Consequentemente,
Ro[) = -3

(1) (g>2 + g — 3¢ 2 <§>2 = —3%.

Para estimar o que é R;;, precisamos de Ry1,%12,R13,R92,R23 € R33, uma vez que

R,, = R,,. Isto resulta nas igualdades entre Ry = Ryi,[%93 = R32,/%13 = R31. Dentro

destes tensores de Ricci, serao necessarios varios simbolos de Christoffel.

0
ij)

A priori, sabemos que as conexoes diferentes de zero sao I Ff)j el’ ; i - Ao ramificar
os indices ¢ e j nesses simbolos, obtemos um total de 45 resultados. No entanto, com o ob-
jetivo de encurtar o apéndice, mencionarei apenas que, dentre todas essas conexoes, as que
sao diferentes de zero sao as seguintes: T'9,,19, 19, T8, 1%, T3, Tl T30, Tas. T35 T3, T2, ¢ 5,78
Dito isto, agora estimamos cada um deles. Contudo, precisamos especificar a métrica

FLRW sendo

-1 0 0 0
a2
(gw/) _ 0 1—k(z1)?/R2 0 0 :
0 0 a® (at) 0
0 0 0 a? (z1)? sin? (22)

P . ~ —1 . . .. . .
e a métrica inversa sera (¢"*) = (g) . Todavia, a titulo de facilitar os célculos, iremos

alterar a varidvel na métrica. Entao, definimos

=
=&
Sendo assim, a métrica FLRW seréa
2
ds? = —dt* + a? {—2 - r2dQ2} (B.1)
1 —k(zh)
2 2 dr? 2902 | 2 2 2
=—dt"+a 5 +r°df” + r”sin” 0d¢” | . (B.2)
1 —k(zh)

Lembrando que o simbolo de Christoffel é dado pela Eq. (A.6), finalmente estamos
munidos para comegar o maquinério. Antes de calcularmos os simbolos que comentamos

serem diferentes de zero, iremos exemplificar um simbolo que esteja fora da lista, mos-

%8Segundo a Ref.(Carroll, 2019), resultado sugerido na Eq. (8.44) na pag. 332.
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trando porque ele ¢ igual a zero. Assim, faremos I'Y;:

Ov

1
1ﬁ(1)0 = 59 (Oogu1 + 01900 — Ougr0)

1 1 .
= 5900 (Dogo1 + 01900 — Gogro) + 5902 (Qogir + O0190i — Digro) ,
e sabemos que ¢°° = 0, dada a isotropia do Universo. A componente gy é uma constante,
entao sua derivacao resulta em zero, por fim:

% =o. (B.3)

Analogamente, podemos aplicar este raciocinio para as outras componentes que
afirmamos anteriormente serem iguais a zero. Apos esse resultado, migramos para os

sfmbolos que nos importam. Iniciamos com I'?; fazendo:

1
F(l]l = 59()” (01901 + 0191 — Oug11)

reafirmando que g% = 0, quando ramificarmos g% somente o termo ¢% serd diferente de

zero. Dai

(1) (=2bgw) = 557 [0 ;s .

neste ponto, impomos que a velocidade da luz sera considerada unitaria. Escreveremos

DN —

1 1
P?l = 5900 (G191 + 01G10 — Qogn1) = B

as coordenadas em termos de z. Isto é, 2° = t.a! = rz? = 0,2° = ¢. Entao

1 1 aa
', = = (2aa = :
H 2( )1—5(901)2 1—k(z1)?

O proximo sera I'y,, daf:
0 1 Ov
[y = 59 (O29v2 + 02921 — 0y 922)

com argumentos anélogos ao primeiro termo, escrevemos

1

S (1) (o) = 0 [ () ("))

DO | —

1
ng = 5900 (02902 + 02920 — Oog22) =
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portanto

Assim por diante,
0 L o L oo
I35 = 59 (03903 + 0393, — Oug33) = 59 (93903 + 03930 — Oogs3) ,
entao com argumentos de simetria,
ng =

(—=1) (—0ogs3) = [aZ (x1)2 sin’ (acQ)} = (.1'1)2 sin” (27) aa.

| =
N | —

Agora, termos derivados de I'f; serdo calculados. Iniciamos com I'j;:
1 1 1v
I = 59 (019v0 + Oog1v — Ovgor) »
novamente, ja que g% = 0, teremos

1 1
Fé1 = 5911 (01910 + Oogn1) = —91130911,

2
daf
p 1 1—k(zh)? a9 a’ (t) :1—/<a(x1)21 i _a
Fol - 9 [ a2 (t) ] ot |i1 . H(I1)2:| 1 _ H<x1)22a2 (t) (2 ) CL. (B 4)

O proximo seré:
F2 _ 1 2v 6 a o _ l 22 a a _ l 22 8
02 = 29 (02900 + ogaw ,g02) = 29 (02920 + Dogaz) = 29 (Oog22)

e substituimos as métricas

5 = % (ﬁ) % [a2 (xl)Q} = — (2aa) = @ (B.5)

E, como veremos, a conexao I‘33 também resultara na expressao acima. Veja:

1 1 1
F83 = 5931, (03900 + Qogs, — Ougo3) = 5933 (03930 + Oogss) = 5933 (Oogss) ,
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substituindo ¢%* e g3, vemos:

Fia = % LQ (Q;l)zlsinz (ﬂ)} % [ @)sin’ ()] =

Q|

(B.6)
Estudaremos, a seguir, os termos derivados de I'%,. Iniciamos com I'y;,

1 1 1
Fh = 591'/ (O1Gu1 + O1g1, — Ougn1) = 5911 (01911 + Org11 — O1g11) = 5911 (O1011) ,

substituimos os tensores métricos

-3 [1 Eon ] e [ = g ]

Efetuamos a derivacao em relagao a primeira coordenada espacial, o que resulta em

M = ““TW {<_1> 1 n(@)] " [-2n ()] } ,

e quando reorganizamos os termos, teremos

S G T W T
2 11—k (931)2]2 [1—x ($1)2}

O proximo seréa:

1 1 1
Iy = 591” (02902 + 0292 — O0pg22) = 5911 (02912 4 02921 — O1G22) = 5911 (—01922) ,

substituimos
1 —k(z')*] 0 2 1\2
F22 - _% |:1 ag((t) ) :| Oxl [CL (t)(f,(] ) }
= [1— sl - 2]

O 1ultimo termo de I'!

ij» onde @ = j, sera:

1 1 1
F%;?, = 5911/ (0393 + 0393, — O,g33) = 5911 (03913 + 03931 — O1933) = 5911 (—01g33) ,



daf
1 _ 1 1_“($1>2/R3 9 2 N2 .. 2/ 2
ry =3 [ D L s )]
= _71 [1 —K (:L‘l)2 /R(Q)] 2 (') sin® (2?)
Consequentemente

My == (') [1 = & («)" /B3] sin? (a)

Agora, fazemos:

1 1 1
F%g = 5921/ (52%1 + 01G2 — 8:/912) = 5922 (32921 + 01922 — 52912) = 5922 (51922) )

dai

=g <t>1<w1>2] o [P0

Ademais, temos

~—
[\
[E—
I
\}
—
8
—
~
[\
—
N}
—~
8
—
~—
| I
I
—~
R ‘
Jan
N~—

1 1 1
F?g = 5931' (539y1 + alg3u - 1/913) = 5933 (83931 + a1933 - a3913) = 5933 (51933) )

substituindo
3 —1 L 0 a? xlzsin2 z22)| = L z! :L
= 5 | e o [0 @) s ()] = 5o 26 = o

Faltam apenas dois simbolos de Christoffel. Sendo eles I'3; e I's;. Fazemos,

1 1 1
ng = 592V (33%3 + 33931/ - u933) = 5922 (83923 + 33932 - 32933) = 5922 (—82933) )

mais uma vez, substituimos os tensores métricos necessarios

1 19 , 1 ,
3= [2a2 (xl)Q} R [a2 (z")* sin® (xg)} =5 [2sin (2?) cos (2*)] = —sin (2*) cos (2?) .
Finalmente,

1 1 1
P?ﬁg = §Q3V (83%2 + 32931/ — 8u923) = 5933 (83932 + 82933) = 5933 (82933) )
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substituimos a métrica

b= : 0 a2 (t) (1) sin? (2?) | = 1 sin (2?) cos (z?
I3 = 2 la2 (1) (x1)2 ain? (x2)} 2 [ (t) ( ) ( )] 2sin? (22) [2 ( ) ( )] )
concluimos

5  cos(az?) cot (42
7 sin (22) t(2%)

Damos inicio a estimativa do R;;. Para isso, comegamos computando ;. Entao,

rolamos a engrenagem

Ry = O\I'fy — O}, + T3, I, — T4, T7,,

ramificamos e dentro dos resultados vamos analisando os termos que sabemos que sao

diferente de zero e os que sao iguais,

Ry = 0oL, + 0,1, — ol — i, + T, 1%, + Iy, I, — Th ], — T4,
= 80F(1)1 + (91Fh + 321?1 + a?)Fi)l - (91Fh - (91]7%2 - 81F51”3 + Fﬁortl)l + szril
=TIy = Tiel'y; = I T — IY,T,

= 80F?1 - 281F%2 + 2Fgor(1)1 + 2F%1F%1 - F%Ho - 2F%2F%2'

Podemos agora substituir os simbolos de Christoffel:

=5 () %0 (1) * S

<) m e e (5) |

B 242 + 2k + ai
1— k(21

Faremos a seguir Ris, seguindo a mesma logica aplicada acima. Vale lembrar que os sim-

: S0 70 0 PL T2 T3 TL L TL T2 T3 T2 . T3 Fnts
bolos diferente de zero sao: I'7;,1'95,1'55,0,, 152,053,111, 1'39: 135,175, 1'75,I'55 € I's;. Entao,
fazemos

Ry = O\I'Yy — 0T}y + T3, I, — T, T3

2p



e expandimos

Ry = 0oLy + 0 — oI}y — 051, + ngrfz + F;pFTQ - Flljorgp - Flljirép
= 81F%2 + 32F%2 + aSF?Q - 82Fh - 82F%2 - 82F§3 + P%prﬁ)Q + ngrlﬁ
+ ngrfz - F?orgo - F{Ong - Ffl)lrép - Fll)2rgp - Ffsrgp

= _821?2 - a2Fh + ngrfz - F?3F§3-

Substituimos as conexoes:

el ] -

A seguir, temos R3, veja:

Rz = O\ — O\ + ripr{?, AN

3p
e ramificamos

Rig = oLy + 05 — 05Ty — 851, + T, T + I}, Iy — Ty, — T4,
= Oy + 05175 + 05155 — s}y — 9515, — 05T}y + Tj Ly + FﬁjF{:}
— T — Moy, — 9.1 — TL,T,
= —03T1; — 03Ty + Ty + T + T35l

— 03I}y — 0513,

Substituimos:

=~ [ o] -t ] =

Na ordem, agora temos que efetuar Rgs. Assim, escrevemos

Ryy = 0\, — 0oy, + I3 15, — T5,T5)

= 0oL'9, + 0;%y — oI5 — B51%,; + ngrg2 + FipFQQ - Fgorgp - Fg‘rép

)

= 80Pg2 + 8iF§2 - 821”2 + F20F32 + F;L:jF%Q - Fgorgo - F%Ong - ngréo - F%iréj

= 80F(2)2 + alr%z - 32F§’3 + 2F%0P32 + Filréz - Fgorgz - F§3F§’3.
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Mais uma vez, substituimos as conexoes afins

0

161

For = 505 (0 (1)) + 5 { [ @) 0 0]} = 5 oot (09)] 250 (a)?

0z
[ e s e - oy
= (@

)2 (aa +2a® + 2/{)
Além disto,

Ras = GAF%?, - (33T§‘/\ + Ff\\prg:a - Fg/\rg\p
= oI5 + 8,3 — D59y — 5y, + ngrgzz + szrl2)3 - Fgong - ngrép
= airéza - 83Féi + szrgza - Fgorgp - ngrép
=T} Ty + F§2F§3 + Fisrgs - F%orgl - F§0F§2 - F%OFgS - Fglrzlao - F%lréj
- F82F§0 - Fé2F:2sj - F83F§0 - F%Bng

= 0.
Por fim,

Rsz = 035 — 0513, + FipF§3 - PgAF§
= aOng + airé?) - 8i%Fgo 8311131 + FO de + Fﬁngg, - Fg,\r?):o - ng\rgj
= 80Fg3 + @Fég - 83Féi + Fiorgs + Fflijré?; - Fgorgo - ng‘réo - F%orgg‘ - ngrgj

= 0ol + O35 + o155 + T35 + 13Ty — T5515,

e finalmente substituimos os simbolos:

Ran = o (asind (o) (o)) + 505 [ (@) sin () . (01) s (02))
+ P 22) (— sin (:c2) CoS (1’2)) + gaa sin® (:c2) (:1:1)2
+ % {— (a:l) [1 — K (ml)z} } sin? (ZL‘2) + sin (xQ) cos (xQ) (S:?; ((i;)

= (') (aii + 24 + 2r) sin? (2?)
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ANALISE DO COMPORTAMENTO DO TENSOR 7,

A seguir, mostraremos como a lei de conservagao covariante do tensor energia-
momento leva a equagao de Klein-Gordon (3.12). Alguns passos precisam ser aplicados.
Primeiramente, sabemos da comutacgao entre 6 e 0. Além disso, conhecemos o resultado
expresso na Eq. (A.27), da Secao A do Apéndice A, juntamente com a identidade g"”g,, =

0¥ . Munidos disso, escrevemos
p )

1
5\/__ = - 5 \/__gguuéglw'

Logo, a variacao 6, da acao do campo escalar (3.7) com respeito ao tensor métrico (con-

travariante) sera:

5,8 = / d'zd, {\/—_g {—%gaﬂawam -V (ab)} }

1

= —% / d4$\/__g {au¢ay¢ - g,ul/ |:§gaﬁaa¢aﬂ¢ + Vv (¢):| } 6ggl“’.

Com isso, estamos prontos para definir o termo dentro das chaves como o tensor energia-

momento do campo escalar

TMV = 8M¢@V¢ — Guv {%gaﬂaagbaﬁqb +V (¢):| : (B7)

Portanto,

1
0g5 = —§/d4$\/—gTwégg“”.

Adiante, calcularemos o tensor energia-momento misto ao aplicarmos o tensor mé-

trico para levantar um dos indices, veja:

1 1
1%, = 4" 94009 = 9" g {igaﬁaa(baﬁqb +V (¢>} = 0°60,0 — &, | 59"70a0056 + V (9)] -

Analisamos cada um dos termos de 7%,. Iniciamos com a componente temporal

T = 8°¢d¢ — 8% Bg“ﬁamaﬁfb +V <¢>] = 8¢ — %g”aoqb@w —V(9)

= —S0000h0 ~ V (9).
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Estudaremos, entao, a componente:
1
T, = 60,6 = 8", | 597 0a0050 + V (6)]

mas, ji que sabemos que §°, = 0 e também que o campo escalar ¢ depende somente
do tempo, pois estamos o considerando homogéneo e isotropico, entao d;¢ = 0. Logo,

T% = 0. O mesmo ¢ vélido para T%. Nos resta estudar o caso onde T%, que tem a forma
T = 9'90;¢ — & Egaﬁaaéﬁaﬁéb +V (¢)] :
Para que ¢'; # 0, ¢ necessario que i = j. Assim,
i ; i |1 as oL
T, = 00606 — &', | 59" 0a0050 + V (6)| = 0, | 5000006 — V ()|

Estamos munidos de todos os componentes para montar o tensor energia-momento

do campo escalar:

[ L0y600 — V (0) 0 0 0 '
. 0 Lonb0us — V (6) 0 0
v 0 0 Lohb006 — V (6) 0
_ 0 0 0 1006006 — V (8)
(B.8)

Da Eq. (2.9), escrevemos o tensor energia-momento misto de um fluido perfeito

para o campo ¢ na forma

—ps 0 0 0
0 P, 0 0
T, = (B.9)
0 0 P, 0
0 0 0 P

Agora, comparamos as componentes entre as Eqgs. (B.8) e (B.9) e obtemos
1., 1.5
po= 5B +V(9), Po= 8-V (9)

como esperado, dado os resultados apresentados na Subse¢ao 3.3. Também podemos obter
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a equacao de movimento do campo escalar (3.14) através da conservacao de energia, ou
seja, da aplicagdo de V, 777 = 0. Para isso, usamos a forma contravariante da Eq. (B.7)

quando subimos os dois indices covariantes, isto ¢, T?° = g”*¢°"T,,,. Consequentemente,
v ov 1
7 = g* g% 0,00,0 — 99" Guv {égaﬂaaqb@ﬂqb +V (cb)}
14 g 1 (6
= 9"97" 0,00, — ¢" [59 00050+ V (cb)} :

Assim, a conservacao para determinar a forma da conservacgao requer

1
v, 17 =, {gp“g“” 60— 97 bgaﬁw@w +V (cb)] } ,

onde V, & um operador linear, portanto obedece V{A+ B} = VA + VB. Ademais, a
RG é compativel com métrica e isto implica que a derivada covariante do tensor métrico
é nula, ou seja, obedece a condigao de metricidade (A.10). Assim, vemos que é permitido

comutar o operador V, com g°*. Desta forma,
VT =V, 0,00, - ¥, {0 | 3000000+ v 0)| |
portanto obtemos o resultado da aplicacao do operador nabla do tensor energia-momento
VLT = T, 0,00,0) - s [Ja 000 + V(@) (o)

Observe que o contetido dos colchetes ¢ um escalar (devido a contragao interna dos indices

a e () e por isso definimos

J = =g"0,0050 + V (4). (B.11)

DO | —

Consequentemente,
1 as 1 as
Vo |59% 0a0050 +V (@) =9, 59770a0030 +V (9)] - (B.12)
Além disso, ja que ¢ é um escalar, podemos definir

0,0 = V,0=V,. (B.13)
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O termo V), é um tensor rank 1, devido ao fato que a derivada covariante é um tensor. O
objeto (0,¢0,¢) é:
(au¢aV¢) = (V“V,,) = W;w, (B.14)

isto é, a justaposicao de dois tensores de rank um (V,, e V,) resulta em um tensor de rank

dois configurado como (W, ). Por isso,
Vo (0u00,0) =V, (VV,) =V, (W) -
Agora expandimos a derivada covariante (que foi trabalhada na Se¢ao A do Apéndice A)
VoW = ;W + T, Wiy, + T W
e retornamos para a forma em termos de V),
Vo, (ViVi) = 8, (V,V,) + T, (V) + T, (VVA) -
Com a Eq. (B.13), escrevemos

V, (0,00,0) = 0, (0,00,9) + T, (0360,0) + I}, (9,0010) (B.15)

e substituindo as Egs. (B.12) e (B.15) na Eq. (B.10), concluimos:

VPTPU — gpﬂgau {ap (8p¢al/¢) + F)\pu (8A¢ay¢>
(B.16)

1, (8,60:0) ] 9”0, Bgaﬂaawgqs V(@)

O proximo passo é especificar a Eq. (B.16) para o background homogéneo e iso-

tropico da cosmologia. Isso significa que usamos o tensor métrico FLRW covariante®®

(

goo = —1
— a?(t)

g2 = a®(t)r?

| 933 = a? (t) r?sin? 0

Confira a Eq. (2.17) da Ref. (Baumann, 2022) e também a Eq. (2.5).
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isto ¢, go; = 0 e g;; = 0 para ¢ # j. Como ja sabemos, o campo ¢ depende somente do
tempo para que respeite o PC. Com isso, dotados da Eq. (B.17) e ¢ (), a Eq. (B.16)

simplifica para

V,T77 = gPhg” {ap (0,00,0) + T, (8000,0) + T}, (&Ab@ocﬁ)}

- 9”0, Bgooﬁogb@ogzﬁ +V (Cb)} .
Utilizando a notagao dy¢ = (b temos
9,1 = i [0, 0,600 1%, (5) 2.0+ 12,0 (3)] 00, [ L0 (8) (6) + V)

e quando distribuimos os tensores métricos e também contraimos o indice p no ultimo

termo, vemos

VI = g™g7 0, (0,60,0) + g™ 97T, (¢) 0y

. 1.
+ngT%@@Q@—g%%{—§&+ww@}
e expandimos alguns indices contravariantes

V, 177 = g"9°°0, (000d0) + QWQUOF?W <¢> (Go9) + gpogwrg” (009) (gb)

- =50 () +aw )]

esse resultado corresponde a

o o ] o ov ] o J ] a(b 0
VT = %970, <¢2> + [g™g7T, + 97T, ¢ — ¢° {— <¢50¢> + @%V (@5)] :
Lembramos que em ¢%o tinico termo diferente de zero é ¢g°° = —1 para o = 0 e por isso

podemos escrever

900 — _500

onde 6”7 é o simbolo de Kronecker. Portanto,

V1 = (1) (<57 (260) + [ (=57 T+ (<) T0] 6 = (=0%) |~ + 65
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sendo ¢ = 9y = 9ydy¢. E fato que

0 av

ja que V depende de ¢ contudo nao de ¢ por hipotese. Assim,

- . e dV
VT = 570 (206 ) — [g97°T, + 69 Th, ] 6 4 6 [—w + ¢>—] :

dg

Todavia, para a métrica FLRW sabemos®

ry, =0, (B.18)

de modo que o ultimo termo da primeira linha seja nulo. Além disso, o primeiro termo
da primeira linha combina com a segunda linha e ratificamos que usamos a propriedade

de simetria, ou seja, d°Y = §°. Entao

, . N v
VT = =07 (U, + T 4 0% |6+ 6T |

O primeiro termo é novamente do tipo FOOH e desaparece devido a Eq. (B.18), dai

. y . - .dV y . AV
vapo — _500 [gZOFOiO +ngF0ij} ¢2 + 500 |:¢¢+ ¢_:| — _500 [QWF%] ¢2 +600 |:¢¢_'_ ¢_:|

do do
(B.19)
mas
gijrgj = g"'TY + 9715, + g7 T,
com
p
900 — -1
11 1-kr?/R2
g - a2(t)
(B.20)
22 1
g - a2(t)1”2
33 __ 1
\ 9= 2(t)r2sin? @

50Confira a Eq. (B.3).
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e
(
0 _ 1 :
I = ipamaa
9 = r%aa (B.21)
% = r2sin?faa
\

conforme Secao 77 desse Apéndice. Assim, temos

gijrgj = g"'TY) + 9715, + g'Th,

() () () )
1

2 .. 92 .
+ <m) (7" sin Haa)

a 4 a a
=4+ -+-=3-
a a a a

Todavia, sabemos H = ¢, entao

g"Ty; = 3H. (B.22)

Substituindo a Eq. (B.22) na (B.19) obtemos

VI = =6 3]+ 6% |6+ 65

isto é,
T . dV
V, 17 = §%¢ {qﬁ —3Ho+ %} . (B.23)
Mas a conservacao de energia requer que essa derivagao covariante resulte em zero, por
isso

vV, T =5"¢ lé —3Hd+ %] =0

pode ser satisfeita quando ¢ = 0, porém isto implicaria que nao haveria dinamica associada

e desta forma a possibilidade é descartada. Assim, nos resta

) Y
é—3H+ 5 =0} (B.24)

Essa possibilidade é precisamente a equagao de Klein-Gordon.
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SOLUCOES DO FATOR DE ESCALA NAS ERAS DE RADIACAO, MATE-

RIA E CONSTANTE COSMOLOGICA

Com a equacao de Friedmann,
H2 _ HOQQia_g(l—i_wi).
aplicamos a condicao de Big Bang,®! na equacao acima. Entao, fazemos

a t
L da’ :/ HO\/ECZ/_%(H_W),
0

o a dt’
agora reorganizamos

a 1 d / t
—,—a :/ Ho\/ Qldt/
0

0o @ al_%(1+wi)

Somamos os indices do fator de escala no lado esquerdo da equagao, ou seja

3 ) (14+3w;)
a/la/—§(1+wz) _ alffl,

dai

a da’ t
2

a~ T

e resolvemos o lado esquerdo dessa igualdade como um polinémio. Assim,

Y1 == gl
2 + 2 + 2 + 2 2 ’
entao ,
a/3(1+2w7l) a=a
YT = Hy\/Qit,
2 a’=0

e efetuamos a substitui¢ao

Wi 1 4
a3(1+2 ) = 3#[1@\/ Qlt

610s limites de integracdo estdo dentro dos intervalos 0 < o’ < ae 0 < t' < t.
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Como queremos descobrir a (t), fazemos

2

2
) w;) | 3(1+w; 1 i 3(14w;
A i S

entao )
a (t) = |:g (1 -+ wz) Ho\/ Qzl{| ) .

Definimos

[\CR V]

(14 w;) Ho/

2
t 14w,
__(—)“+ " (B.25)
lo

Refor¢camos que a Eq. (B.25) é valida para w # —1. Especificamos o resultado

1_
to

€ escrevemos

Q
~—~

~
S~—

para radiacao e matéria, respectivamente:

w=0a(t) = (%)2/3,
w=1/3a(t) = G)m.

0

Para encontrar a (t) na era da constante A podemos aplicar as condigdes iniciais

p=r=0, A #0,

p=pr=cte, k=A=0.

Escolhemos a segunda opgao. Desta forma, a Eq. (2.25) sera

a\* 8rG L
) 3 ™ HZ  3H3’
8rG

portanto

HazzﬂgﬁzzzkﬁQA.

Dito isso, escrevemos

(g)::h%vﬁﬂ (B.26)
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e integramos dada condicao de Big Bang:

a dCLI t
/ L AVGH / ' (B.27)
0 0

Efetuando a integracao, temos

In (a’)|a/:a = Hy\/Qat = Ina = Hy\/Qxt.

a=0

Por conseguinte, para isolarmos o fator de escala precisamos aplicar a exponenciagao em

ambos os lados:

a(t) =exp (HO QAt> :

Este é o resultado para a era da constante cosmologica, w = —1.



APENDICE C * TRANSFORMACAO CONFORME

ESCALAR DE RICCI CONFORME

Sabemos que a transformagao conforme ¢ definida como

Guv (1) = O (2) gyu (),
e conhecemos também a condicao de ortogonalidade

9" g, = 0", e 3" Gy = 0",

v

bem como a métrica inversa:
f]“pgpu =0, = g" (QQQW) =", = g" (QQQWQW) =0",9"7 =

1
= " (V57,) = ¢ = 379 = ¢ = §7 = 559",

1sto é

g (x) = Q7 () ¢ (2) .

Entao, o simbolo de Christoffel transformado conformemente sera:

8 1 (= A
FZJJ = §gp (augua + augau - 80'guu>
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notando que 9, = 9, pois as transformacoes conformes nao atuam no sistema de coor-

denadas senao no tensor métrico. Entao, substituimos

—
I, =

(272¢7) [20ugvo + 20y g0y — Q2059,0]
1, .-
2

+ ol

(Q 29’”) [gl,oauﬂz + Gop 0,0 — gmﬁUQQ]
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e distribuimos

. 1 1
Th = 5970 [P 0uguo + 20,90, — V00 g] + 59797 (90004 + 900 Y = 005

Resolvemos,
8#92 = 20Q0,Q
entao
1.5 P 1
§Q 0,0 = §Q (2Q20,9) = ﬁauQ =0, InQ.
Portanto,

DO | —

I, = (2720 <0” (Ouve + OuGou — Osgyuw)

1 1 1
+ gpo |:gl/0' (592(9“92) + ga,u (59281192) - g,ul/ <§Q28092)1

1
= §gpa (a,ugua + al/gau - aag;w)

+ (977 9vo) (0, I Q) + (97 o) (0, In Q) — (97 g1)) (05 I Q)] .

O primeiro termo no lado direito reconhecemos sendo o simbolo de Christoffel:

1
F;pu/ = §gpa (augl/a + auga,u - aag;w) .

Assim,

[0, =17, +6,8,InQ+8,9,In0Q — g,,0 InQ

1.e.

[0, =T%, +6,0,nQ+8,0,I0Q — g,,0° Q.

Definindo w = In €2, escrevemos:

f‘ﬁy =17, + 5p(u8,,)w — gu0’w,

onde

5P(ual,)w =07, 0w+ 0°,0pw.
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Mais compactamente:
FZV = F”W + APW )
com
AP, =00 ,0)w — gud’w|, (C.2)
O tensor de curvatura é dado na Eq. (A.9):
_ A A
Ruupa - aprgo' - aﬂrﬁp + FZ)\FVO’ - FgAFVp
Note que:
Ruupa = (8PF50' + F/;)\Fl)/\o) - (aﬂrﬁp + Fg)\rli\p) = (aprl!fa + FZ)\FI)/\O’) - (p & U) :
Fazendo
Euupa = (apruua + FZL)\FI)/\U)

entao
"
R vpo — — vpo

pode ser escrito de uma forma mais reduzida:

wo
B ypo = =gy

=/ !
E ep-

dada a definicao
= ==
vlpo] = = vpo

=1

Para o tensor de curvatura conforme:
) I/Up.

vpo (p A U) = ‘éuupo

Bypo = (0Tt + DI, ) = (p 0 0) = 2

o termo relevante é
—H =9 TH P A
vpo — aprz/o + Fp)\rl/a‘

—
—

Em termos da métrica original, temos
ap (IWVU + A‘uua) + (Fupk + Alu{p/\) (P/\VO' + A)\VO')

I
— vpo —
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dai

= = <8PFMVU + Fupkr)\ua) + (apAuVa + Aﬂp)\A)\uU) + (Fup)\A)\ua + Aup)\r)\ua) )

e de um objeto semelhante em termos de A*, . ou seja

: =0
observe o aparecimento de =¥,

0" = (0,08, + A AN, ).

Também existe um termo cruzado

.= (TF AN+ A T )

vpo

Logo,
=y — =M + @,pro_ + \IIILLVPO'

— vpo — — vpo

Colocando isto na tltima expressao para o tensor conforme de curvatura, vemos

R = é# (p e U) S vpo + ®Mupa + \D#l/pc - (p A J)

1.e.

I — =K 1 ©
R vpo T vlpo] +6 v[po] + v vipo]’

O primeiro termo do lado direito é o tensor de curvatura em termos da métrica original

R, .. Ficamos assim com:

Ry =R + 08+ W)

vpo vpo

A proxima tarefa é estudar os dois tltimos termos da equagao acima. Comegamos

u .
com ©F, , seja

(La— (6 A+ A“pAA)‘W)
e substituimos os A respectivos:

e, » =0, 5“(V80)w — gwﬁuw} + [W(p&)w — gpAﬁ“w} [5’\ Oy — GuoO’w }
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Dai expandimos os termos 0" (pﬁ)\)w e 5)‘(1/80)0.) veja:

O, 0 = 0,[0",0pw + 0", 0,w — g,00"w] + [5“p0>\w + 0"\ Opw — gor 0" w]

X [5’\V80w + 5A08Vw - gwa)‘w} )

Reorganizamos para aplicar a propriedade distributiva e eventualmente fazer as possiveis

contragoes. Alguns termos irao combinar-se e outros cancelar, dai

O, = [0",0,0,w + 6*,0,0,w — 0,910 0"'w — g1,s0,0"W]
+ [5“payw&,w + 0" ,0pwO,w — 0" ,guo (8,\w6’\w)]
+ [0*,0,w0,w + 0" 0,wd,w — Gye0wdHw]

1 1 1
+ [ g wdyw — Gpe0"wWhw + GueO*w,w] .
Reorganizamos, novamente e vamos considerar um termo similar a 0%, :

0", 5 = 0",050,w + 0" ,050,w — G1p0s0"'w — 05 g,,,0"w + 20,0, w0,w

+ 0", 0pwipw + 0" ,0pwi,w — 0%, gy (ékw@)‘w) — 9o 0" wOpw — g p0'wo,w.

Agora, o objeto simétrico de ©" Vool

OF o) = O e — 01, = 01,0050 + 0",0,00 — Gue0p0"w — Dpgy 0w
+ 25"p81,w80w + 0",0,w0,w + 8" 0,wo,w
- 5“pgw (@wéy‘w) — g 0" wO,w — gpe 0" wi,w
— 0",0,0,w — 0" ,0,0,w + 9,,p0:0"w + 059, 0" w
— 26" 0, wd,w — 6",0,w0,w — 5”p80w8,,w

+ 5uggup (a)\wakw) + gmjauwapw + ggpauwﬁyw.
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Novamente, alguns termos irao desaparecer, portanto:

e | = 6",0,0,w = guo0,0"w — 0,9y 0"w + 3" ,0,W0,w

v(po

— 0" 9uo (&w@AaJ) — g 0" wi,w
- 5“p308yw + Gvp050"w + 059,,,0"w

— 8" By wdyw + 0" g,y (O\wD W) + go OFwO,w.

Este é o resultado final para ©* Compactamente:

vlpo]”

e! 0 0,0,w — Gue0,0*w — 0,0, 0w

vlpo] —

+ 6" 0,w0sw — 0" ,guo (@w@’\w) — g 0" wO,w

—(p < 0).
Prosseguimos para computar W*, . Sendo
_ A A
\Ijuypa = (Fﬂp)\A voe T A#p}\r l/O’) )
onde lembramos que o delta seja (C.2). Entao,

W, = F“p/\ (5Ay80w + 5A08Vw - gygﬁ’\w) + (5“p(9,\w + 0", 0w — gpAE)“w) I‘AW

=I" Oew+T" Ow— gygF“p/\ﬁ)‘w + 5“pF’\W&,\w +TH W — g™, 0tw.
Similarmente, o objeto W¥,  é:
U, =T" 0w+ T, dw— gy, 0w + 6, T, Ohw + T, Oew — goal*,, 0w
e o objeto antissimétrico " Jlpo] SETd:

U =, =W =T 00w + TV, 0w — gl 0w + 07, TN, Ohw
+ Fuuaaﬂw - gp/\F)\Vaauw - Fum/apw

—T¥, 00w + guo IV 0w — 64T, Osw — TH, 0,0 + gonI™,,0"w.
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Sabemos que I'*,, =TI'*, . Concluimos que alguns dos termos acima cancelam-se:

U o) = —gWF“pAa’\ijd“pF’\waAw—gpAFAW@“w—l—g,,pF“m\é?’\w—(5“UF)‘VP8,\w+gU,\F’\Vp0“w.

Este ja ¢ o resultado final para 0" vlpo] Podemos escrever mais compacto:
\If”y[pa] = [—gWI‘“p/\a’\w + 5“pf)‘wa,\w — g,))\F)‘W@“w] —(pe o).
Agora, a soma sera

Ch |+ i = [6",0,0,W = Gvs0,0"w — 0,9,,60"w + 6" O wiyw — 0" ,9us (8,\w8’\w)

vipo vlpo]

— G0 wO,w — gWF“p/\a)‘w + 5“pF’\W@,\w — g, 0'w] — (p > o).
Iremos comparar com o resultado do Apéndice da Ref. (Wald, 1984) (D.7):

9“,/[,00} + \If“,/[pg} = [0",0,0,w + 5“pf"\w&\w
+ Opwd" ,0yw — Opw gy g Oaw
- gygé“pg’\aﬁkwaaw

- pguaauw - gpAFAM@“w} — (p — O’) .

As primeiras trés linhas ja comparam com o resultado da Ref. (Wald, 1984). A
primeira linha serd comparada com o termo do livro do Wald, Ref. (Wald, 1984), que
possui 0VV [o segundo termo na segunda linha da Eq. (D.7)| depois de fazermos uso da
antissimetria pela mudancga p <+ o . A dltima linha em nossa equagao acima diz:

Yﬂ

vlpo] =

—(0gver + 9o I",)0"w — (p > 0).
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Expandimos o simbolo de Christoffel e efetuamos os céalculos:

1
Ylj’[ﬁg] - |:8Pg'/‘7 + gﬂkéghx (aagau + &/gooa - aagz/g):| oMw — (p g 0’)

1
= — [3pgua + - (aagpu + az/gap - apguo):| Mw — (p e U)

2

1 1

1 1 1 1
== [§apgua + 5809/)1/ + 5&19@} 0w — <_ [580914) + 58,)901, + 58119/)0} 3;@)

=0.
Logo, temos

OF W= [00,0,0, + 0T, 000 — 1oV 0w + Optd” B,

— OpWGp g Oqw —g,,gé"pg)‘o‘a,\waaw} —(pe o).

Expandindo a assimetria e combinando os termos, vemos

Gul/[pcﬂ _'_ \I]ul/[po'] = [5M0Vpal/w - gl/o’g#avpaaw _'_ aUW(S“pa,,w
— OpWpp " Oqw —gwé”pg)‘o‘a,\waaw} —(per o).
Finalmente,
Gul/[pa] + \Ijuzx[pg] = [5uavpvl/w - guaguavpvaw + VUUJ&MPV,/U)

— Vowgpg"*Vqw —gm,é“pgmv)\wvaw} —(p o).

Agora, temos tudo o que precisamos para calcular o tensor de curvatura conforme:

Lo DR J p
R vpo R vpo +0 v[po] + ¥ vipol”

Entao, substituimos

Ry = RY, o+ 0" Y,V 0 = 000"V, Vaw + Vw0

vpo

— Vowgpg"*Vaw — gygé“pg’\"‘v)\wvaw —(p+ o)

e expandimos o fator antissimétrico (p <> o). Reorganizamos a expressao, de maneira que
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os pares fiquem lado a lado, veja:

R”Vpa =R, +,V,Vow -3V, Vow—3¢"0,V,Vaw+ ¢"9,,VsVaw
+ 0", VowV,w — 0%V ,wV,w
— Vowgpg"*Vaow + Vw35 g"*V qw

— gya(S“pg’\aVAwVaw + g,,pé”gngAwVaw,

ja que conhecemos a definicao de antissimetria 25" [UVp]VZ,w = 0" V,V,w — 5“pVUVVw,

aplicamos

R'uypo = R'u + 25“[0_vp]Vyw — QQuQQV[UVP]VQW + ZV[JW(;#I)]VVW

vpo

— 2V ,wgppg"*Vaw — 2gl,[ac5“p]g’\°‘v)\wvaw.
Neste sentido, fazemos p = u, para obter o tensor de Ricci conforme, e expandimos:

R”VW =R, +0,V,Vw—05 V. Vow—g"g,:V,.Vaw + 9" 9,,VsVaw
+ ngé“uvl,w - V,wot V,w
— Vowguwg"*Vow + V,,wGe5,g"*V g —

gyoé“ug’\aVAwVQw + g,,#5“ggmv)\wvaw

e contraimos onde seja possivel. Juntamos os mesmos termos:

R, ;=R ,o+2V,V,w—nV,V,w—9"6,,V,Vew+nV,wV,w—2V,wV,w

- ngVUg)\av/\wvaw + QQnguavuwvaw.
Finalmente chegamos na Eq. (D.8) da Ref. (Wald, 1984):

R,,=R ,, — (n—2)V,Vyw — g,00"*V,V,w

+ (0 = 2) VowV,ow — (1 — 2) g™ *ViwVaw.

Dai, contraimos tal resultado com §7” = 2¢°?, colocamos 22 em evidéncia e lembramos
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que 0¥, = n, resultando em

R=Q72[R—(n—2)g""V,V,w —ng"V,Vaw + (n — 2) ¢°"VowV,w

—(n—2)ng**VywV,w],

agora aplicamos a propriedade distributiva no tltimo termo, juntamos os termos que

contém ¢°*V,V,w e também os que contém ¢’V ,wV w:

R=Q72[R—(2n—2)¢°"V,V,w
—(n*=3n+2)¢"V,wV,wl.

Conhecendo a fatoracdo (n —2)(n—1) = n? —n —2n + 2 = n? — 3n + 2, entdo temos

finalmente a Eq. (D.9) do Apéndice da Ref. (Wald, 1984):

R=Q?*R-2(n—-1)¢""V,Vw—(n—2)(n—1)¢""V,wV,w].

Em 4D, n = 4, temos

R=Q"2[R—6¢""V,V,w — 667" V,wV,wl. (C.3)
Para conseguirmos o resultado em termos de g, iremos fazer a transformacao:

A, =0,w=V,w=0,w=V,w. (C.4)

Relembre que

onde 0, = 0, (uma vez que as coordenadas nao sao diretamente afetadas pelas transfor-

magoes conformes do tensor métrico). Além disso,

f‘)\ = F)\UV + A)\D'l/

ov
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entao:

VoA, = 0,4, — (T, + A ) A,
=V,A, — (5’\(08,,)&) — gm,(‘?)‘w) Ay
=V A, — 5)‘U&,wA,\ - 5’\V8C,wA,\ + gmﬁ)‘wA,\.

Utilizaremos a Eq. (C.4):
V,V,w=V.V,w+ 20,wd,w — gmﬁ’\wﬁkw.
Isto sera substituido na Eq. (C.3):

R=Q72[R—-6¢""V,V,w — 6¢°V,wV,w]|
O [R — GQUV@U@ZM — 129 0,w0,w + 6¢% G, O wONW — 6¢°7 gw&,w] .

Seja a transformacao conforme, dada na Eq. (C.1), temos

R

2 [R — 6Q2§‘”’@gﬁyw — 18¢7" 0,w0,w + 65“08Aw8,\w}

0
Q7% [R — 6Q°0w — 180257 0,wd,w + 24 (9™ 9pw) (650,w)]
0

2[R — 6Q°0w — 1802257 0,wd,w + 24Q°57 O,wi,w] ,

assim

R =07 [R- 600w+ 6Q°570,wd,w] |

Podemos deixar o resultado em termos do escalar de Ricci sem transformacao

conforme, veja:

VPR=R— 600w + 6Q2§"”8Uwayw

1.e.

R = 0’R+ 6Q0%0w — 60277 0,wd,w

ou

R=0%|R+ 60w — 6§ 0,wd,w| | (C.5)

Esse resultado seré de extrema importancia nos Capitulos 4 e 5.
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RAIZ QUADRADA DO DETERMINANTE DA METRICA G

Iremos trabalhar na relagao que envolve a raiz quadrada do determinante negativo

da métrica g,, com e sem til. Genericamente, temos uma matriz

Q2a11 92(112 Q2a13 92a14
920,21 QQCLQQ Q2a23 QQCL24
Qza31 QQCL32 926L33 QQG34

Q2a41 92&42 Q2CL43 QZa44
e seu determinante, que pode ser efetuado pelo método de cofatores

Qass Nays Naoy

(_1)1+1 (Qan) | Qa3 Qass Qas
D%ayy QPags Vaw
Q%ay; Q%ass Nagy
+(_1)1+2 (QPar) | Qaz Vagy Qas
Q%ay; QPags Vaw
Day Qagy Q*agy
+ (=17 (Qars) | Qa5 agy Qaz
Qay; NPagy Qay
Qa9 Nazy QPass
+ (=1 (Qan) | Q%5 024y Qags

2 2 2
Q Q41 Q 492 Q 43

det (G)
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Para resolver os determinantes 3 X 3, que aparecem no resultado acima, aplicamos a regra

de Sarrus. Apos isto, multiplicamos os £2? e os colocamos em evidéncia, dai

i =0 (—1)" (an) [(aseas304s) + (a2303100) + (a24030043)
— (a23032044) — (A22034043) — (A24033042)]
+0° (_1)1+2 (a12) [(ag1a33044) + (a23a34041) + (A24031043)
— (a3a31044) — (a21a34043) — (A24033041)]
+0° (—1)1+3 (a13) [(a21G32044) + (A22034041) + (A24031042)
- (a22a31a44) - (a21a34a42) - (GQ4G326L41)]
+0° (—1)1+4 (a14) [(a21a32043) + (a22a33041) + (A23031042)

- (a22a31a43) - (a21a33a42) - (a23a32a41)]

colocamos Q® em evidéncia e voltamos a escrever em forma de determinante todas essas
multiplicagoes e somas para que fique evidente a relacao de igualdade da transformacao

conforme. Portanto,

Q2CL11 Q2CL12 Q2a13 QZCL14
926121 92a22 Q2a23 QQCL24
92(131 Q2CL32 QZCL33 QQCL34

QQCL41 Qza42 QQG43 QZCL44

=™
I
2
o]

Ja que a = det (g, ), temos

a = O%.

Multiplicando ambos os lados por —1 e aplicando a raiz quadrada também, concluimos:

Finalmente,

—a =04 (—a) com(ay,) = (a’lW)4><4 :
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D’ALEMBERTIANO CONFORME

Nessa secdo, fazemos a demonstracio de Cw. Sabemos que Ow = V,V¥w e tam-

bém V,VVw = LZ]‘“’@M@%J, por isso podemos realizar
V.V = 9,0/w+T%0M -

E possivel escrever V = 0, pois os operadores estao primeiramente atuando em um escalar

e lembramos que &L = 0,. Dito isto, expandimos o simbolo de Christoffel em sua definicao:

~ 1
FZ)\ = §gua (a/\gal/ + 81/9)\0 - aagzz)\)
e substituimos no d’Alembertiano

. - 1
VZ,V”w = ayayw + igyg (a)\gou + 81/g)\cr - acrgl/)\) a/\w

1 1 1
= 0,0"w + (ég”"aAgm, + ig”" Lo — §g”gaogm) Nw

1 1 1
= 0,0"w + (Eg”"a,\gm, + Eg”"ﬁygm - Eg‘”’a,,gok) Nw

1
= 0,0"w + §g”"8,\ga,,8’\w.
Como foi demonstrado na Eq. (A.27) vemos 9,/—§ = £/—§§""9,§,w- Entéo,

V=g 27 "

Portanto

OV gp, = V205 vy OV I g,
g

@V@V = ayauw + =
. V= RAVE | V=

e colocamos y/—g em evidéncia e realocamos para o lado esquerdo da igualdade e obtemos
V=3V, V'w =1/—§0,0"w + ,\/—§0" w.

Para finalizar, analisando a regra do produto no primeiro termo a direita da igual-
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dade:

0, (\/—gﬁ”w) = 0,\/—g0"w + \/—§0,0"w — \/—§0,0"w = 0, (\/—QE)”W) — O/ —g0"w,

temos
VIRV =0, (V50w ) = 0,/=50"w + 0,3/ 50",

finalmente

Ow = L&, <\/—_§8”w) :

—g

ﬁ
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APENDICE D — EXTENSAO CUBICA DO MODELO DE
STAROBINSKY

EQUACAO DE MOVIMENTO RELACIONADA AO TENSOR METRICO

As equagoes de campo sao deduzidas quando aplicamos o principio da minima acao
em (5.18) variando-a em fungao do tensor métrico g,,. A execucdo deste procedimento

para o tensor métrico produz:

5 _ M—lgl/d4x5§ {\/—_g{}?—?) B@pqﬁﬂcbjuf/(qax)} }} =0

dG 2
2

- Ya / o { (55/=3) {}? 3 B@pw@ Ly (@,X>] }
+v/—30; {R —3 ngv};b%@ + ¥ (<I>,x)} }} = 0.
Com a ciéncia da relacao dada na Eq. (A.27) escrevemos
055 = MTI%I / d'z {%\/—_ggwaggw {R -3 B@pcwp@ + ¥ (@,X)] (D.1)
+V/=d [5;,}? - g (655") kuwycb} }} .

Para prosseguirmos precisamos relembrar da definicao do escalar de Ricci sendo g"" R,,,,
entao fazemos

6;R = 055" Ry + 3" 05 Ry, .
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Assim, quando substituimos essa rela¢ao na Eq. (D.1) obtemos
M3 1 . 1~ -~
5= Y6 [ (1 g (s [Leaore v o))
_ _ 3 .
+v =g (5§§’“’Rw + " o5 R — 3 (059") VuCIDVI,d)) }
M 1 — e = 3 — o [le =
= TPI / d413 {5 _ggﬂ 5§g,uVR - 5 _gg” 5§g,u1/ |:§qu)qu) + 4 ((I)7X):|

- - 3 -
+v/—9g {%é“”RW + §" 05 R, — 3 (056") V,L@vycb} } . (D.2)

Agora estudamos cada integral separadamente. Dado o Apéndice A, sabemos que o termo

que envolve a identidade de Palatini 6R,, = V0%, — @Véf’gg resulta em zero

/ d*z\/—§§" 6;R,, = 0

entdo, a Eq. (D.2) sera

M2 1 ~ M3 3 1~ .
5,8 = {—Pl d%-d—ggﬂ” 30— —”/d4g;§ — 33" 630, [évpcbvpcb + ¥ (®,x)

/d4x«/ 3053" Ry, — §\/— (359" V, @V @} = 0.

Precisamos colocar o termo 0,g"” escrito como d4g,, para que ele fique em evidéncia na

variagao da agao acima. Para isso acontecer, utilizamos a ortogonalidade da métrica

050" = —§"* 5% 55G0s

Dito isso, escrevemos

M2 3 —_ 1o =
S = Tm/d4x{ vV —99" 5g9/w - —99" 059w {2qu)qu) + 7/((1)0()]

—V/ =353 635 Rap + 5\/—g (g“ag”%ggw) v;wﬁcb} =0

e finalmente colocamos em evidéncia d,47,, e também /—g

2 ~ ~
0,5 =22 [ oy g S 19,000 4 @00

1% 3 o~V ~
— g*g° Rﬁ+2g“ 7V, cwﬁcb} X SgGu = 0.
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Ja que na integral do hipervolume ;6" # 0 e y/—g faz parte do invariante de
escala, entao para que a acao seja extrema, a variagao deve desaparecer para qualquer

que seja 659"”. A condigao citada somente acontece quando

1. -
G R —
29

3 1~ =~ - 3. -
5@“” [§VPCI>V”<I> + 7 (®,x)| — R*™ + 5V“(IDV”CI) =0

entao isolamos os termos de curvatura em um dos lados da igualdade

1.« - 3[1. - - S
IR~ R =2 {ingpcwpcp + Y (D,y) — vww"cb] :

Quando multiplicamos por —1, recaimos na equacao de movimento de Einstein

3

. 1_, = S Log &
R — 2§ R =3 {V“(I)V”(I) — 59"V, VI — gy ((I%X)]

onde podemos definir

1 T,u,l/(eﬂ) — 3

. 1. .
— |VFOV"D — g | =V, OV D — P

sendo o tensor energia-momento efetivo deste modelo e consistente com a Eq. (7) do
artigo (Rodrigues-da-Silva; Bezerra-Sobrinho; Medeiros, 2022; Stelle, 1977) que trabalha

um modelo inflacionario que inclui R3.
EQUAQAO DE MOVIMENTO RELACIONADA AO CAMPO ESCALAR

Agora variamos a acao (5.18) com respeito ao campo @, veja
ME [ = (5 alle oow
0pS = N d*z\/—gde s R —3 §VV<I>V O+ 7 (D,x)

e voltamos para a configuracao onde a integracao esta em evidéncia

Mlgl 4 1 ~~ U ~ », 3 ~ v ot le Vv
b08 =57 / d'e SV =55 0GR = 573" S0 |5V, 2V V(1)

TS B 3 — .. ~ =
_I_ _g(s‘:bguyRuy - § _g (6<I>g'uy) VMCI)VVCI)} - 0
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mas reescrevemos a parte cinética na forma
V,oV'® = §°Y0,90,P
€ escrevemos

Mg, 4./ 1 5 PO
(5<1>S = T /d T —f] (_3) 5(13 |:§§UV <8U(I)8V(I)> + 4 <(I)’X):|

:—igé/ﬁ%wiﬁ{%fyK@%@)&@+a£%&@ﬂﬂ]+Q4%?Q%®}'

Este processo é analogo ao que ja foi realizado na Subsecao 3.3 e o resultado é

O = Vp |

Esse resultado sera apresentado na Segao 5.2.
NUMERO DE E-FOLDS ADIMENSIONAIS

Neste apéndice, vamos deduzir a fungao que descreve o numero de e-folds, sem, no

entanto, utilizarmos as unidades de Planck. Inicialmente definimos

6 = Mpig (D.4)

para a derivada temporal. Conforme a Eq. (11) da Ref. (Cuzinatto; Medeiros; Pompeia,

2019) para a equagao de Friedmann, temos
o114
H*=—-(=¢"+V (9) (D.5)
2\ 2
dai, substituindo as Egs. (D.3) e (D.4) na Eq. (D.5):

H* = % [%Mgﬂ;z +V (MPI(E):| :
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No regime de slow-roll, o termo cinético ¢ muito menor que o termo potencial. Portanto,

podemos aproximar:

H2~1

~ 5V (M) (D.6)

Além disso, para descri¢ao da dindmica, precisamos da equag¢ao de movimento do campo

escalar no regime de slow-roll:

3o~ -V
do
e isolando dt:
3H -
Ao

para substituir em

Entao, substituindo as Eqs. (D.6) e (D.7) na expressao acima, vemos:

3 [V (Mpd) -
N:—§/(Tpl)d¢. (D.8)

O parametro ey ¢ definido como (Liddle & Lyth, 2000; Linde, 2007) 52

=35

% 2
(V (MP1¢)> .

av.
dé

entao

gy =

N | —

O resultado acima nos permite isolar

% =V (Mp1§5> vV 28\/.

Aplicamos esse resultado na Eq. (D.8):

3 1
N ~ ﬁ/ﬁ"@" (D.10)

Comentamos que o moédulo do infinitesimal é necessario, pois, geralmente, no potencial

slow-roll, o campo rola de valores maiores de ¢ e vai para valores menores de ¢.

52Confira a Eq. (4.7) da Ref. (Linde, 2007).
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COMPARACAO DE POTENCIAIS

Na Ref. (Rodrigues-da-Silva; Bezerra-Sobrinho; Medeiros, 2022; Stelle, 1977) a
acao
M3 1
S:—Pl/d‘lx\/—g R+—R2+a—()2R3
2 2Ko 3K§

gera o seguinte potencial inflacionario:

Ko

vie)= 7202

e [1 — /T day (1 - e<1>)} [—1 +8ap (1— €®) + /1T — 40 (1 — e<1>)] .
(D.11)

No nosso texto utilizamos a defini¢ao

2 ¢
Y
\/;MPI

enquanto no artigo que estamos nos baseando a defini¢ao é

_\/§¢
= 3 Mp

que pode ser encontrada no Addendum feito na segunda secao chamada de Fields Equa-
tions. Dito isso, vamos expandir esse potencial para que seja atingido mais facilmente
quando formos transicionar entre o potencial (5.12) e a forma da Ref. (Rodrigues-da-

Silva; Bezerra-Sobrinho; Medeiros, 2022; Stelle, 1977). Entao fazemos

Ko

V(D) = e 2® {1 — /1 —4ag (1 - eq’)}

720

X {—1+8a0(1—e¢)+\/1—4a0(1—e‘1’)}

- —“OZeﬂ{ =2+ 21 —day (1 —e®) + 1200 (1 - €7)
720
—8ap (1 —€®) /1 —4ag (1 _6@)}
Ko _
~ 362" 2(1){ — 1+ /1 —dag (1 — e?) + 6ag (1 - €)

—dag (1 —€?) \/1—4040(1—6‘1’)}. (D.12)

Com esse resultado concluimos que a expressao que encontramos na Eq. (5.32)
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pode ser escrita como (D.11).

EXPANSAO EM TAYLOR PARA OS PARAMETROS ¢ e 7

Sabemos que a definigao do tilt escalar seja:

ns—1=—-2e+n (D.13)
pois sabemos que
€
="H
Substituindo .
£~ 4362 exp (495 i
1 exp (5]
e
16, | Lt oxp ()
77 ~ ___
3 1 —exp (16‘;6]\[)
temos 165.N 166.N
3 C C
gt e () e [ e (552
S e (] 3 [T e ()

A partir desse resultado e conhecendo a condi¢ao 6.N < 1, vamos fazer a expansao
em Taylor da exponencial até segunda ordem para notar as diferengas que o modelo
R + R? + R? traz. Assim, iniciamos estudando a exponencial a seguir, que aparece em

ambos os parametros (¢ e 7):
A~ 1+ (24) + % (20)% + % 2A)° + 0 [(20)"]

onde
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Na sequéncia, vamos trabalhar especificamente com &:

5%4;53 {1+(2A)+%( A)u%( A)ﬂ {1— {1+(2A)+%(2A)2+%( A)f”]}—Q

~ %53 {1 + (20) + % (2A)° + % (2A)3} {[— (2A)] 7 {1 + % (2A) + é (2A)2} : } :

A partir daqui desprezaremos termos do tipo & [(QA)B}, ja que (2A) < 1. Logo,

43, 1 ] [[1+A+2a2)77
£~ 350 {1 + (2A) + 3 (2A) ] { @A) } , (D.14)

como (2A) < 1, podemos usar a técnica da expansao em Taylor para escrever [1 + A+ %AQ] -
em série de poténcia até a ordem quadratica de A. Genericamente,®® temos:

2

[1+A+aA?’]" = 1+nA+[(n) (n—1)+ (2n)d] % +0[(20)7]. (D.15)

Acima a e n sao constantes e a expansao é em torno de zero. Assim, para n = —2
e a = 2/3, temos

[1+A+§A2} ~14(=2)A+ {(—2) (=2 —1)+2(=2) ﬂ %+ﬁ[(2A)3},

1.e.

[1 + A+ ;&] B ~ [1 —(2A) + % (2A)2] .

Entao, substituimos esse resultado em (D.14)
43 1 1 5
02— |14 (2A) + = (2A)7] |1 — (24) + = (2A)?
e Gt |14 @A)+ 5 000 [1- @a)+ 2],
e fazemos a distributiva no termo entre chaves e cancelando o fator 4 do denominador,

obtendo:

~Epl [y L2 (2A) — (2A)° + =l (2A)% + ! (2A)* — L (2A)% + o (2A)*
T3 7CA? 12 12 2 2 24 '
(D.16)

Desprezaremos os termos cubicos e quartico em (2A) nas chaves por consisténcia com as

@JQ + 0 (2?), para

63Para chegar na forma genérica, utilizamos a expansao (1 + z)" ~ 1 + nx +
z = A + aA? e realizamos a algebra necesséria, indo até ordem AZ.
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aproximacoes anteriores. Assim,

42 , 1 5 1 2
2 1 5—1246 )
POl . (S T (e Bt
€ 35CA2{ +< 12 >(2A)}

2,1 1

Agora substituimos A para obter:

2, 1 1 86.N\1° 46,\* 1 1 [(160.N\"
5%350 SN2 1—E2 3 ~ 3 3 2—452 1—E 3
(*5%) (2N)” (%)

(D.17)

3 1 /165.N\?
~ -0 |1 — . D.1
°7 e l 12 ( 3 ) ] (D.18)

Entao, partimos para o outro parametro: 7:

ou

ou ainda:

16 1 dexp (18)] 16 [1+exp (2A)]
ARG 1—exp (0) 1 371 —exp(24)
com
N
A= 85; <1

e novamente

A~ 1+ (24) + % (2A)% + % 2A)° + 0 [(20)1].
Por isso, fazemos

16

1+ 1+ (24) + 4 (2A)% + £ (2A)°
n= c '
3

1—1—(2A)— 1 (2A)° — L (2A)°

-2 3!

16 [2[1+A+ A%+ 2A7] 2 L]
N~ — 1+A4 ZA?
50{ Rl RS LIS

3 3

cancelando o fator 2 na fragao dentro das chaves e negligenciando o termo de & (A3),
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ficamos com

16 . [[14+ A+ A7 2 L7
N ———— 2 |1+ A+ ZA? . D.19
T3 { “A ety (D-19)
Nesse momento, lembramos da expansao em Taylor (D.15), mas agora para a = 2/3
en = —1, tal que
2 L1 2] A2
{1+A+§A2] ~1+(-1)A+ {(—1)(—1— 1)+2(—1)§] 5
ie.

2 L1 1.,

Logo, quando substituimos esse resultado em (D.19), temos

16 1 1
~—0,—— [1+ A+ A% [1 - A+ =A%,
v g A 1o A g

Executando o produto dos colchetes e desprezando os termos proporcionais a A3 e A?:

77%_66

e

1
1—A+§A2+A—A2+A2}

dai reorganizamos

n e~ % (85§N) ﬁ {1 + % (2A)2} .

2 1 /165.N\?>
nN—N[HE( ; )] (D.20)

Substituindo A, temos:
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